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Capitolo 1

Norme e Seminorme

Il corso si concentra sulla relazione che si crea tra la struttura lineare e la struttura
topologia degli spazi normati.

Per K intendiamo un campo tra R o C.

1.1 Norme e seminorme

Definizione 1.1 (Seminorma).
Se X è uno spazio vettoriale su K, una seminorma è una funzione ∥·∥ : X → [0,+∞)
tale che

1. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (Disuguaglianza triangolare)

2. ∥λx∥ = λ ∥x∥ se λ ∈ R, λ > 0 (Positivamente omogenea)

2’. ∥λx∥ = ∥x∥ se |λ| = 1 (Isotropa)

Se inoltre vale ∥x∥ = 0⇐⇒ x = 0 allora ∥·∥ è detta norma.
La coppia (X, ∥·∥) si dice spazio (semi)normato.

Osservazione 1.2.
Su uno spazio (semi)normato possiamo definire una (semi)distanza indotta ponendo

d(x, y) = ∥x− y∥ .

Diamo alcuni esempi di spazi normati e seminormati:

Esempio 1.3. 1. X = Rn, ∥x∥∞ = max
i∈{1,··· ,n}

|xi|

2. Per 1 ≤ p <∞, ℓp =
{
x ∈ KN |

∑
i≥0 |xi|

p
<∞

}
con ∥x∥p =

∑
i≥0 |xi|

p

3. ℓ∞ =
{
x ∈ KN | sup |xi| <∞

}
con ∥x∥∞ = sup |xi|

4. Lp(X,µ) =
{
f : X → K, misurabile, ∥f∥p <∞

}
con

∥f∥p =


(∫

X
|f(x)|p dµ

)1/p
se 1 ≤ p <∞

supess
x∈X

|f(x)| = inf
N⊆X,
µ(N)=0

sup
x∈X\N

|f(x)| se p =∞

è uno spazio seminormato ma non normato.
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5. Spazi di Hilbert.

Definizione 1.4 (Funzioni continue, limitate e lineari).
Siano E,F spazi normati e S un insieme, definiamo i seguenti spazi normati:

B(S,E) = {f : S → E, limitate} , ∥f∥∞,S = sup
s∈S
∥f(s)∥E

BC(S,E) = {f : S → E, continue e limitate} , ∥f∥∞,S = sup
s∈S
∥f(s)∥E

L(E,F ) = {T : E → F lineare, ∥T∥ <∞} , ∥T∥ = sup
x∈BE(0,1)

∥T (x)∥F

Definizione 1.5 (Spazio duale).
Sia V uno spazio vettoriale. Denotiamo con V ′ il duale algebrico, cioè l’insieme
delle mappe lineari V → K.

Definiamo lo spazio duale a V come V ∗ = L(V,K), cioè come il sottoinsieme di
V ′ dato dalle mappe continue. La norma su V ∗ è quindi data da

∥f∥V ∗ = sup
∥x∥≤1

|f(x)| Lineare= sup
∥x∥=1

|f(x)| .

Proposizione 1.6 (Per funzionale limitato equivale continuo).
Per un funzionale lineare in V ∗, essere limitato è equivalente ad essere continuo.

Dimostrazione.
Se ∥f∥ =M ∈ R+ allora

∥f(x)− f(y)∥ = ∥f(x− y)∥ =
∥∥∥∥f ( x− y

∥x− y∥

)∥∥∥∥ ∥x− y∥ ≤ ∥f∥ ∥x− y∥ =M ∥x− y∥ ,

cioè f è M -lipschitz, e quindi continua.
Sia ora f lineare e continua. Per definizione di continuità in 0 esiste δ > 0 tale

che ∥f(x)∥ = ∥f(x)− f(0)∥ ≤ 1 per ogni x ∈ BV (0, δ). Segue che

∥f(x)∥ =
∥∥∥∥∥x∥δ f

(
δ
x

∥x∥

)∥∥∥∥ ≤ ∥x∥δ ,

cioè ∥f∥V ∗ ≤ 1/δ e quindi f limitato.

Osservazione 1.7.
Se (X, ∥·∥) è uno spazio seminormato e N = ker ∥·∥ = {x ∈ X | ∥x∥ = 0} allora ∥·∥
passa al quoziente e lo rende uno spazio normato.

Esempio 1.8.
Considerando lo spazio seminormato (Lp(X,µ), ∥·∥p), la costruzione sopra corrisponde
a definire lo spazio normato (Lp(X,µ), ∥·∥p), infatti ker ∥·∥p sono le funzioni con
supporto in un insieme trascurabile.

Osservazione 1.9.
L(E,F ) ↪→ B(BE(0, 1), F ) mandando T 7→ T |BE(0,1)

. Infatti per definizione questa

mappa è isometrica1. Questo identifica il primo spazio con un chiuso del secondo.

1∥T∥ =
∥∥∥T |BE(0,1)

∥∥∥
∞,BE(0,1)
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1.1.1 Teoremini filosofici

Teorema 1.10 (Banach Mazur).
Sia (E, ∥·∥) normato, f : E → E isometria2. Allora f è affine.

Dimostrazione. (ESERCIZIO).
TRACCIA:

• Basta provare che ∀a, b ∈ E vale

f

(
a+ b

2

)
=
f(a) + f(b)

2

(conservando questa conserva i razionali 2-adici e quindi per continuità ogni
combinazione convessa)

• Fissati a, b ∈ E, definiamo la deficienza affine di f (rispetto ad a e b)

def(f) =

∥∥∥∥{f (a+ b

2

)
− f(a) + f(b)

2

}∥∥∥∥
La tesi è def(f) = 0.

• Notiamo che

def(f) ≤
∥∥∥∥f (a+ b

2

)∥∥∥∥+ ∥∥∥∥f(a)2

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥f(b)2

∥∥∥∥ =
1

2
(∥a+ b∥+ ∥a∥+ ∥b∥)

• Consideriamo l’applicazione affine che scambia f(a) e f(b) data da

ρ(y) = f(a) + f(b)− y

Poniamo f̃ = f−1 ◦ ρ ◦ f .

• Mostrare def(f̃) = 2def(f).

• Se def(f) ̸= 0, iterando otteniamo che esiste g tale che def(g) è arbitrariamente
grande (raddoppio def(f) tante volte), ma questo è assurdo perché abbiamo il
limite trovato prima che non dipende dalla funzione.

Filosoficamente questo vuol dire che la struttura metrica in un qualche
modo determina la struttura vettoriale.

Teorema 1.11 (Inclusione isometrica / Fréchet-Kuratowski).
Sia (M,d) spazio metrico. Allora esso si immerge isometricamente in uno spa-
zio normato3. In particolare si immerge in (BC(M,R), ∥·∥∞) via l’assegnazione
seguente:

Fissiamo un punto base x0 ∈M .4

M −→ BC(M,R)
x 7−→ d(·, x)− d(·, x0)

2con questo termine intendiamo che la mappa, oltre a rispettare le distanze, è anche bigettiva. Se
non vale bigettività diremo “inclusione isometrica”

3addirittura di Banach.
4saremmo tentati da x 7→ d(·, x), ma la funzione in arrivo non è limitata e quindi non esiste una
norma ben definita
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Dimostrazione.
ESERCIZIO

Filosoficamente questo vuol dire che studiando mappe tra spazi metrici,
possiamo pensare al codomino come spazi normati.

Se consideriamo l’immersione di uno spazio metrico in un Banach,
possiamo “incicciottirlo” e trovare uno spazio metrico “vicino” che è

localmente contraibile. Queste idee a volte possono aiutare.

1.2 Completezza

Definizione 1.12 (Successione di Cauchy).
Una successione (xn) è di Cauchy o fondamentale se ∀ε > 0 ∃n ∈ N tale che per
ogni p, q > n si ha d(xp, xq) < ε.

Fatto 1.13 (Proprietà delle successioni di Cauchy).

1. Ogni successione convergente è di Cauchy.

2. Se (xn) è di Cauchy e x̃ ∈ X è un punto ad essa aderente allora x̃ è il limite.

3. Se (xn) come sopra ha una sottosuccessione convergente, la successione converge
allo stesso limite.

4. Ogni successione di Cauchy5 (xn) ha una sottosuccessione (xnk
) tale che

d(xnk+1
, xnk

) < 2−k.

Definizione 1.14 (Spazio completo).
Uno spazio metrico (X, d) è completo se ogni successione di Cauchy in X converge.

Se (X, ∥·∥) spazio normato è completo rispetto alla distanza indotta da ∥·∥ allora
si dice di Banach.

Osservazione 1.15.
Uno spazio normato (X, ∥·∥) è di Banach se e solo se ogni serie

∑
xk definita a partire

da una successione tale che ∥xk∥ < 2−k è convergente.
Equivalentemente X di Banach se ogni serie

∑
xk assolutamente convergente6 è

convergente.

Dimostrazione.
Ogni successione si può scrivere come serie, infatti yn =

∑n
i=0 xi per xi = yi − yi−1.

Il resto segue pensando sulle definizioni.

Osservazione 1.16.
Sia Y ⊆ X con (X, d) metrico.

• Se X è completo e Y è chiuso allora Y è completo.

• Se Y è completo allora è anche chiuso.

Proposizione 1.17 (Completamento).
Sia (X, d) uno spazio metrico, allora

5questa proprietà è comoda perché implica d(xnk , xnp ) < 2−k+1 per ogni p > k
6cioè

∑
∥xk∥ convergente

7



1. esiste una inclusione isometrica densa di X in uno spazio metrico completo

j : (X, d) ↪→ (X̃, d̃)

2. il completamento è universale, cioè se j′ : (X, d) → (X̃ ′, d̃′) è un’altra mappa

come sopra allora esiste un’unica isometria ϕ : X̃ → X̃ ′ che fa commutare il
diagramma

X X̃

X̃ ′

j

j′
ϕ

Dimostrazione.
Consideriamo un paio di costruzioni

Costruzione 1 Consideriamo

CX =
{
ξ = (xn)n∈N ∈ XN | ξ di Cauchy

}
con una semidistanza7

d(ξ, η) = lim
n→∞

d(ξn, ηn).

Questo limite esiste perché la successione di queste distanze è di Cauchy in R, che è
completo. Notiamo che

d(ξ, η) = 0⇐⇒ d(ξn, ηn) = o(1).

Notiamo che X ha una inclusione isometrica in (CX , d) data associando a x la
successione costante al valore x.

Consideriamo
X̃ = CX⧸R, ξRη ⇐⇒ d(ξ, η) = 0.

L’inclusione isometrica di prima definisceX ↪→ X̃, ma stavolta X̃ è uno spazio metrico
per costruzione.

ESERCIZIO: VERIFICA PROPRIETÀ DI NORMA E DENSITÀ

Costruzione 2 Definiamo X̃ come la chiusura in (BC(X), ∥·∥∞) dell’immagine di X tramite l’inclu-
sione di Fréchet Kuratowski (1.11).

Costruzione 3 (Solo per X spazio normato, ma per il teorema di inclusione isometrica (1.11) questo
è sufficiente) Vedremo che esiste una inclusione isometrica di X nel suo biduale (x 7→
valx) e che il biduale stesso è completo, quindi un completamento di X è fornito dalla
chiusura di val·(X) ⊆ X∗∗

Proposizione 1.18 (Estensione per densità di uniformemente continue).
Siano X e Y spazi metrici, Y completo, D ⊆ X denso e f : D → Y uniformemente
continua, allora esiste un’unica estensione continua f̃ di f a tutto X, inoltre f̃ è essa
stessa uniformemente continua con lo stesso modulo di continuità.

D Y

X

f

⊆

f̃

7VERIFICARE CHE LO È
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Definizione 1.19 (Categorie di spazi metrici).
Sia Met la categoria degli spazi metrici con mappe date da applicazioni uniformemente
continue e CMet la sottocategoria piena dove gli oggetti sono spazi metrici completi

Osservazione 1.20.
L’operazione di completamento è un funtore8 ·̃ : Met → CMet. Questo funtore è
aggiunto al funtore dimenticante / di inclusione j : CMet→ Met, infatti

HomCMet(X̃, Y ) = UC(X̃, Y )
(1.18)∼= UC(X, j(Y )) = HomMet(X, j(Y )).

Esercizio 1.21.
Verificare l’aggiunzione.

1.3 Prodotto di spazi (semi)normati

Osservazione 1.22.
Se Y ⊆ X è un sottospazio vettoriale e (X, ∥·∥) è normato allora Y è (semi)normato
con la norma indotta. La topologia indotta è quella di sottospazio

Definizione 1.23 (Prodotto di spazi (semi)normati).
Se (X, ∥·∥X) e (Y, ∥·∥Y ) sono spazi (semi)normati, la (semi)norma prodotto è data da

∥(x, y)∥X×Y = max {∥x∥X , ∥y∥Y } .

Questa rende X × Y uno spazio (semi)normato e

BX×Y ((0, 0), 1) = BX(0, 1)×BY (0, 1),

cioè la topologia indotta è la topologia prodotto.

Definizione 1.24 (Somma diretta topologica).
Due sottospazi di (X, ∥·∥) Y e Z sono in somma diretta algebrica se +|Y×Z

:

Y × Z → X è bigettiva. Se +|Y×Z
è anche un omeomorfismo diciamo che X è la

somma diretta topologica di Y e Z.

Osservazione 1.25.
X è la somma diretta topologica di Y e Z se X è isomorfo come spazio normato a
(Y × Z, ∥·∥Y×Z).

Osservazione 1.26.
La mappa +|Y×Z

è sempre continua, ma in generale non è un omeomorfismo.

Definizione 1.27 (Proiettore).
Un endomorfismo lineare P : X → X si dice proiettore se è idempotente, cioè
P 2 = P .

Osservazione 1.28.
Un proiettore definisce una decomposizione in somma diretta algebrica X = kerP ⊕
ImmP . Viceversa, ad ogni decomposizione in somma diretta algebrica possiamo
associare un proiettore

8preserva composizione per l’unicità della mappa tra estensioni
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Osservazione 1.29.
I proiettori PY : X → Y e PZ = id−PY : X → Z sono continui se e solo se la somma
è topologica, infatti

(+|Y×Z
)−1 = PY × PZ .

Definizione 1.30 (Spazio (semi)normato quoziente).
Se (X, ∥·∥) è (semi)normato e Y è un suo sottospazio allora come spazio vettoriale

X/Y = {x+ Y | x ∈ X} .

Su essa definiamo la seguente norma: se ξ ∈ X/Y allora9

∥ξ∥X/Y = inf
x∈ξ
∥x∥ .

Esercizio 1.31.
∥·∥X/Y è una seminorma suX/Y e rende la proiezione π : X → X/Y una applicazione
aperta e continua. Più precisamente

π(BX(0, 1)) = BX/Y (0, 1)

Dimostrazione.
Continua perché ∥π(x)∥X/Y ≤ ∥x∥ per definizione di estremo inferiore, quindi π ha
norma come operatore ≤ 1, e quindi è continua.

Osservazione 1.32.
Notiamo che X/Y ha effettivamente la topologia quoziente indotta da π

Esercizio 1.33.
La (semi)norma quoziente è una norma se e solo se Y è chiuso (a prescindere dal fatto
che ∥·∥X sia una norma o seminorma).

Osservazione 1.34.
Se Y e Z sono seminormati allora Y ∼= Y×Z

Z come spazi seminormati.

Osservazione 1.35.
Se Y ⊆ X ed esiste10 Z tale che X = Y ⊕ Z allora Z ∼= X/Y .

Osservazione 1.36.
In generale X non è isomorfo a Y ×X/Y .

Osservazione 1.37.
Per quanto riguarda la completezza in queste costruzioni:

• Y sottospazio di X con X di Banach è un Banach se e solo se è chiuso

• (Y × Z, ∥·∥Y×Z) è Banach se e solo se lo sono sia Y che Z

• Se (X, ∥·∥) è normato e Y ⊆ X è un sottospazio chiuso allora (X, ∥·∥) è completo
se e solo se sia Y che X/Y sono completi.

Notiamo che l’ultima proprietà implica la seconda, infatti Y ∼= Y×Z
Z

Proposizione 1.38 (Duale del prodotto).
Dati X e Y spazi di Banach, il duale di X × Y è isometricamente isomorfo a

(X∗ × Y ∗, ∥·∥)

dove ∥(ξ, η)∥ = ∥ξ∥X∗ + ∥η∥Y ∗ (che è topologicamente equivalente a ∥·∥X∗×Y ∗).

(X∗ × Y ∗, ∥PX∗(·)∥X∗ + ∥PY ∗(·)∥Y ∗) ∼= ((X × Y )∗, ∥·∥(X×Y )∗).
9pensando a ξ come un traslato di Y , la norma che stiamo definendo è la distanza di questo spazio
affine dall’origine.

10ci sono casi in cui non esite, come c0 ⊆ ℓ∞
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1.4 Elenco di spazi completi

Proposizione 1.39.
Sia S insieme e E Banach, allora lo spazio normato (B(S,E), ∥·∥∞,S) è completo.

Dimostrazione.
[PERSO, RIGUARDA POI]

tale che ∥f(s)∥ = ∥
∑

k fk(s)∥ ≤
∑

k ∥fk(s)∥ ≤
∑
∥f∥∞,S

quindi ∥f∥∞,S

Uno degli strumenti dell’analista: aggiungere e togliere, cioè

πρoσταφαίρεσις

Lemma 1.40.
Se (fk)k∈N ⊆ B(S,E) con fk continua in s0 per ogni k e fk → f uniformemente
allora anche f è continua in s0.

Dimostrazione.
Consideriamo

∥f(s)− f(s0)∥ ≤∥f(s)− fk(s)∥+ ∥fk(s)− fk(s0)∥+ ∥fk(s0)− f(s0)∥ ≤
≤2 ∥f − fk∥∞,S + ∥fk(s)− fk(s0)∥

Per la convergenza uniforme di fk → f si ha che per ogni ε > 0 esiste n ∈ N tale che
∥f − fn∥∞,S ≤ ε/3.

Per la continuità in s0 di fn esiste un intorno U di s0 rale che ∥fn(s)− fn(s0)∥ ≤
ε/3 per ogni s ∈ U . Allora per ogni s ∈ U si ha

∥f(s)− f(s0)∥ ≤ 2ε/3 + ε/3 = ε.

Proposizione 1.41.
Sia S spazio topologico, E banach, allora BC(S,E) è completo.

Dimostrazione.
Basta mostrare che BC(S,E) è chiuso in B(S,E). Questo segue dal fatto che la
continuità in un punto s0 ∈ S si conserva per convergenza uniforme, che è il lemma
precedente.

Esempio 1.42.
Sia S = N ∪ {∞} la compattificazione di Alexandrov di N e E un banach, allora

c(E) ≑ {x : N→ E, convergente} ∼= BC(S,E)

Questo mostra che c(E) è chiuso (e quindi completo) in ℓ∞(E) = B(N, E).

Conseguenze:

Proposizione 1.43.
Lo spazio (L(X,Y ), ∥·∥) è completo

11



Dimostrazione.
Considerando l’inclusione isometrica

R :
L(X,Y ) −→ B(BX(0, 1), Y )

T 7−→ T |BX(0,1)

basta vedere che R(L(X,Y )) è chiuso.
Se (Tn)n∈N ⊆ L(X,Y ) è tale che R(Tn) → f uniformemente in B(BX(0, 1), Y )

allora mostriamo che f è la restrizione a BX(0, 1) di una qualche lineare T .
Mostriamo che le Tn convergono puntualmente per ogni x ∈ X: se x = 0 ok, se

x ̸= 0
Tn(x) = ∥x∥Tn(x/ ∥x∥) = ∥x∥R(Tn)(x/ ∥x∥)→ ∥x∥ f(x/ ∥x∥)

Sia T : X → Y definita da T (x) = ∥x∥ f(x/ ∥x∥)
[MOSTRARE CHE LA CONVERGENZA È UNIFORME, ME LO SONO PER-

SO]

Corollario 1.44 (Duale di spazio normato è banach).
Il duale di uno spazio normato è sempre banch.

Teorema 1.45 (Integrazione per serie).
Sia (X,Q, µ) è uno spazio di misura e sia (fk)k∈N ⊆ L1(X,Q, µ) tali che∑

k∈N
∥fk∥1 <∞

Allora
∑

k∈N fk converge q.o. e in norma 1.

Dimostrazione.
Per ogni n ∈ N sia gn : X → R data da

gn(x) =

n∑
k=0

|fk(x)| .

Notiamo che (gn) è una successione di funzioni misurabili non negative crescente.
Inoltre gn →

∑
k∈N |fk(x)| per definizione di serie.

Per convergenza monotona

∑
k∈N
∥f∥1 ←

n∑
k=0

∥fk∥1 = inf
X
gndµ→

∫
X

gdµ

cioè infX gdµ =
∑
k ∈ N ∥f∥1 <∞, cioè g ∈ L1.

Inoltre sn =
∑n

k=0 fk è una successione dominata da g:

|sn(x)| ≤
n∑

k=0

|fk(x)| ≤ g(x).

Quindi la serie
∑
fk(x) è una serie assolutamente convergente per ogni x dove g <

∞. Poiché
∫
g < ∞ le eccezioni sono trascurabili, quindi quasi ovunque

∑
fk(x) è

assolutamente convergente.
Sia f(x) =

∑
fk(x) dove la serie converge. Notiamo che

|f(x)| ≤
∑
k∈N
|fk(x)| = g(x),

12



quindi ∥f∥1 ≤
∫
gdµ =

∑
k∈N ∥fk∥1.

Applicando come prima la stima alle code

∥f − sn∥1 =

∥∥∥∥∥
∞∑

k=n+1

fk

∥∥∥∥∥
1

≤
∑
k>n

∥fk∥1 = o(1)

dove l’ultimo termine va a 0 perché
∑
∥fk∥1 è convergente.

Corollario 1.46 (Weil).
Siano fn ∈ L1(X,Q, µ) convergenti in ∥·∥1. Allora esiste nk successione strettamente
crescente di indici tali che fnk

converge quasi ovunque ed è dominata in L1.

Dimostrazione.
Sia f il limite in ∥·∥1. Data questa convergenza consideriamo una sottosuccessione
nk tale che ∥f − fnk

∥1 < 2−k. Scrivendo la successione in termini di una somma
telescopica

fnk
= fn0 +

k∑
j=1

(fnj − fnj−1)

si ha per il teorema di integrazione per serie11 (1.45) fnk
converge quasi ovunque e in

Lc1, inoltre è dominata da

g(x) = |fn0
(x)|+

∞∑
j=0

∣∣fnj
− fnj−1

∣∣ ≥ |fnk
(x)|

con g(x) ∈ L1.

Proposizione 1.47 (L1 è completo).
Se (X,Q, µ) è uno spazio di misura, L1(X,Q, µ) è completo.

Dimostrazione.
Segue immediatamente dal teorema di integrazione per serie (1.45).

Osservazione 1.48.
La convergenza quasi ovunque di funzioni L1(R, dx) è NON è la convergenza rispetto
a una topologia opportuna su L1(R, dx).

Proposizione 1.49 (Proprietà di Urysohn).
Ogni convergenza topologica in X insieme ha la seguente proprietà di Urysohn:
xn → x rispetto alla topologia se e solo se per ogni sottosuccessione xnk

esiste una
sotto-sottosuccessione xnkj

→ x.

Dimostrazione.
Se xn → x converge ok. Se non converge allora esiste un intorno U di x tale che
xn /∈ U frequentemente, quindi troviamo una sottosuccessione xnk

che sta sempre
fuori da U , quindi nessuna sua sotto-sottosuccessione può convergere a x.

La convergenza q.o. per successioni in L1(R) non ha la proprietà di Uhrisohn.

Definizione 1.50 (Operatore di composizione).
Se E è uno spazio di funzioni con codominio R e f : R→ R, definiamo l’operatore di
composizione per f come E ∋ u 7→ f ◦ u.
11∥fn0∥1 +

∑∞
j=1

∥∥fnj − fnj−1

∥∥
1
≤ ∥fn0∥1 +

∑∞
j=1

∥∥fnj − f
∥∥
1
+

∑∞
j=1

∥∥fnj−1 − f
∥∥
1
<∞
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Lemma 1.51.
Sia uk una successione che converge a u in ∥·∥p. A meno di sottosuccessione uk → u
quasi ovunque e dominata in Lp.

Dimostrazione.
Teorema di Weil (1.46) in Lp.

Proposizione 1.52.
Lo spazio Lp(X,Q, µ) per 0 ≤ p <∞ è completo.

Dimostrazione.
Lp ed L1 NON sono isomorfi come spazi di Banach in generale12, ma esiste un omeo-
morfismo localmente Lipschitz e questo basta a mostrare la completezza: se uk è una
successione di Cauchy in Lp, se Φ è Lipschitz allora Φ(uk) è ancora di Cauchy in L1

e quindi converge, poi torno indietro con Φ−1, che mantiene il limite per continuità.
Consideriamo

Φ :
Lp −→ L1

u 7−→ |u|p sgn(u)

Chiaramente è invertibile mandando v ∈ L1 in |v|1/p sgn v. La mappa Φ è l’operatore
di composizione con la funzione f(t) = |t|p sgn t. La continuità degli operatori di
composizione è un fatto generale. Se uk → u converge in ∥·∥p allora per il lemma
a meno di sottosuccessione converge q.o. e dominata, quindi componendo con f
abbiamo ancora convergenza quasi ovunque per continuità (f(uk) → f(u) q.o.). Se
|uk| ≤ g in Lp allora |uk|p ≤ gp in L1, similmente per Φ−1, quindi effettivamente Φ è
un omeomorfismo.

Mostriamo ora che Φ è localmente lipschitz: siano u, v ∈ Lp(X)

|Φ(u)− Φ(v)|1 =

∫
X

|f(u(x))− f(v(x))| dµ(x)

ma se t < s allora |f(t)− f(s)| ≤ supt≤ξ≤s |f ′(ξ)| |t− s| e |f ′(xi)| = p |xi|p−1 ≤
p(max {|t| , |s|})p, quindi

|Φ(u)− Φ(v)|1 ≤p
∫
X

max
{
|u(x)|p−1

, |v(x)|p−1
}
|u(x)− v(x)| dµ ≤

≤p
∫
X

(
|u(x)|p−1

+ |v(x)|p−1
)
|u(x)− v(x)| dµ

Hölder
≤

≤p

((∫
X

|u|(p−1)q

)1/q

+

(∫
X

|v|(p−1)q

)1/q
)(∫

X

|u− v|p
)1/p

=

p−1=p/q
= p(∥u∥p−1

p + ∥v∥p−1
p ) ∥u− v∥p

quindi Φ è Lipschitz di costante 2pRp−1 sulla palla BLp(0, R) ⊆ Lp

Proposizione 1.53.
Lo spazio L∞(X,Q, µ) è completo

Dimostrazione.
[NON HO VISTO, RIGUARDA I PDF]

∥f∥C1 = ∥f∥∞,Ω +
∑n

i=1 ∥∂if∥∞,Ω. Questa norma rende continua l’immaersione

C1
b → (C0

b )
n+1 data da f 7→ (f, ∂1f, · · · , ∂nf)

12cursiosità non banale da vedere
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Proposizione 1.54.
Sia Ω ⊆ Rn aperto. Lo spazio

Ck
b (Ω) =

{
f : Ω→ R | di classe Ck con derivate limitate su Ω fino all’ordine k

}
è completo.

Dimostrazione.
Il caso k = 1 è una conseguenza del teorema di limite sotto il segno di derivata, infatti
se fk : Ω → R, ∂ifk : Ω → R è tale che ∂ifk → gi uniformemente in Ω e fk → f
puntualmente in Ω allora esiste ∂if e vale gi. Se poi fk ∈ C1(Ω) allora la gi è continua
perché limite uniforme di ∂ifk continue, quindi per il teorema del differenziale totale
la f è anche C1.

Per il teorema di limite sotto il segno di derivata, l’immersione C1
b → (C0

b )
n+1 ha

immagine chiusa, infatti una successione (fk, ∂1fk, · · · , ∂nfk) nell’immagine conver-
gente a (f, g1, · · · , gn) è proprio una delle ipotesi del teorema di convergenza sotto
segno di derivata, quindi fk → f in C1
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Capitolo 2

Spazi vettoriali topologici

Definizione 2.1 (Spazio vettoriale topologico).
Uno spazio vettoriale topologico è uno spazio vettoriale X su K ∈ {R,C} munito
di una topologia che rende continue le mappe

+ : X ×X → X e · : K×X → X.

Esempio 2.2.
Esempi di SVT sono

• Ogni spazio normato

• C(R,R) con la topologia della convergenza uniforme sui compatti.

• Se X è uno spazio topologico qualunque considero C(X,R) con topologia di
convergenza uniforme su compatti.

Esercizio 2.3.
La topologia della convergenza uniforme su compatti su C(R,R) non è indotta da una
norma.

Dimostrazione.
TRACCIA

• Su uno spazio normato, se U e V sono intorni di 0 allora esiste λ ∈ R tale che
λU ⊇ V .

• Mostrare che la topologia della convergenza uniforme su compatti non ha questa
proprietà.

Esercizio 2.4.
Ogni SVT che è T0 è anche1 T3 e2 T3 1

2

Esercizio 2.5 (Spazi non T0 non sono troppi interessanti).
Ogni SVTX si decompone in somma diretta topologicaX = Y ⊕{0} con Y qualunque
addendo algebrico di {0}. Segue che Y ∼= X/{0}, Y risulta essere T0 e {0} ha la
topologia indiscreta.

1In questo corso con T3 intendiamo T3 e Hausdorff
2T3 1

2
è T3 più esiste una funzione continua che vale 1 sul punto e 0 sul chiuso che sto separando
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2.1 Intorni dell’origine in SVT

Definizione 2.6 (Filtro).
Un filtro F su un insieme X è una famiglia non vuota di sottoinsiemi di X tale che

• per ogni F ∈ F , F ̸= ∅

• Se F ∈ F e F ⊆ F ′ allora F ′ ∈ F

• Se F, F ′ ∈ F allora F ∩ F ′ ∈ F

Definizione 2.7 (Sottoinsieme bilanciato).
Sia X un K-spazio vettoriale e A ⊆ X. A è bilanciato se per ogni λ ∈ K tale che
|λ| ≤ 1 si ha a ∈ A =⇒ λa ∈ A, cioè

BK(0, 1) ·A ⊆ A.

Osservazione 2.8.
Se V è bilanciato allora 0 ∈ V perché 0 ∈ BK(0, 1).

Definizione 2.9 (Sottoinsieme assorbente).
Sia X un K-spazio vettoriale e B ⊆ X. B è assorbente se per ogni x ∈ X esiste
nx ∈ N tale che per ogni t ≥ nx si ha x ∈ tB.

Osservazione 2.10.
Poiché in uno SVT le traslazioni X → X con x 7→ x + x0 sono omeomorfismi, per
descrivere la topologia basta descrivere il filtro degli intorni di 0.

Come notazione sia U = UX l’insieme degli intorni di 0 ∈ X.

Proposizione 2.11 (Proprietà intorni di 0).
U ha le seguenti proprietà

1. U è un filtro

2. Per ogni U ∈ U esiste V ∈ U tale che V + V ⊆ U

3. Per ogni U ∈ U esiste V ∈ U con V ⊆ U e V bilanciato

4. Ogni elemento di U è assorbente

Dimostrazione.
Dimostriamo le varie proprietà

1. La proprietà 1. è vera per ogni insieme definito come “gli intorni di x” per x
fissato in spazio topologico X.

2. Segue dalla continuità di + in (0, 0) ∈ X × X. Basta definire V in modo tale
che V × V ⊆ +−1(U).

3. Segue dalla continuità di · in (0, 0). Se U intorno di 0 in X, siano ε > 0 e V ∈ U
tali che BK(0, ε)×V ⊆ ·−1(U). Allora BK(0, ε) ·V è bilanciato e contenuto in U
per costruzione. Questo insieme è anche un intorno perché si può scrivere come⋃

|λ|≤ε

λV

e poiché V è un intorno di 0, ogni λV è un intorno di 0, quindi anche questa
unione.
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4. Segue dalla continuità della mappa R+ → X che per fissato x0 ∈ X assegna
s 7→ sx0. Infatti per ogni U ∈ U esiste ε > 0 tale che per ogni 0 ≤ s ≤ ε,
sx0 ∈ U e riscrivendo questo in termini di t = 1/s abbiamo x0 ∈ tU per ogni
t ≥ 1/ε. Come nx0

basta scegliere
⌊
ε−1
⌋
.

Esercizio 2.12.
Sia X spazio vettoriale su K e U una famiglia si sottoinsiemi di X tali che valgano le
quattro proprietà della proposizione precedente (2.11). Allora esiste un’unica topo-
logia su X che rende X uno SVT e tale che U è il filtro degli intorni di 0. In questa
topologia U è un sistema fondamentale di intorni per 0.

Dimostrazione.
L’idea è che definiamo A ⊆ X aperto se e solo se per ogni a ∈ A, A − a ∈ U (sto
traducendo “aperto ⇐⇒ intorno di ogni suo punto”). Si può mostrare che questa
scelta definisce una topologia che rende X uno SVT.

Esercizio 2.13.
Definire analogamente una topologia di SVT su X tramite degli assiomi che si basano
una una base di intorni di 0 (al posto di tutti gli intorni). Per esempio la famiglia
degli intorni bilanciati di 0.

Osservazione 2.14.
Se uno SVT è T0 allora è automaticamente T1 e T2, basta sfruttare proprietà di
simmetria.

Osservazione 2.15.
Ogni SVT è uno spazio topologico regolare, cioè ogni punto ha una base di intorni
chiusi. Se X è anche T0 allora X è T3.

Dimostrazione.
Sia C un chiuso di X e x ∈ X con x /∈ C. Sia U ∈ UX tale che x+U∩C = ∅, che esiste
perché C è chiuso. Sia V ∈ UX tale che V − V ⊆ U , allora3 (x + V ) ∩ (C + V ) = ∅
dove C + V è un intorno di c per ogni c ∈ C per definizione.

Osservazione 2.16.
SeK è compatto, C chiuso conK∩C = ∅ allora esiste V tale che (K+V )∩(C+V ) = ∅.

Dimostrazione.
Per ogni x ∈ K sia Vx ∈ UX tale che x + (Vx + Vx − Vx) è disgiunto da C. Abbia-
mo dunque un ricoprimento {x+ Vx}x∈K di K, che è compatto, quindi estraggo un
sottoricoprimento finito {xi + Vxi

} e definisco V come l’intersezione di questi. Allora

(K + V ) ∩ (C + V ) = ∅,

infatti se x ∈ K + V allora x = k+ v con k ∈ K e v ∈ V ma k ∈ xi + Vxi
per qualche

i, quindi x = xi+vi+v, e avendo supposto che xi+(Vxi
+Vxi

−Vxi
)∩C = ∅ abbiamo

che x = xi + vi + v /∈ C + V .

3Un insieme come C + V è detto intorno uniforme di C
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2.2 SVT localmente convessi

Definizione 2.17 (SVT localmente convesso).
Uno spazio vettoriale topologico localmente convesso (SVTLC) è uno SVT
tale che 0 ha una base di intorni convessi.

Esempio 2.18.
Diamo alcuni esempi

• Ogni spazio normato

• C(X) con X spazio topologico con la topologia della convergenza uniforme sui
compatti

• C∞(Ω) con Ω ⊆ Rn aperto e topologia della convergenza uniforme sui compatti
di tutte le derivate in ogni ordine

Esercizio 2.19.
Sia M = {f : [0, 1]→ R | misurabili}, allora esiste una metrica su M che lo rende
uno SVT e tale che fn → f se e solo se fn → f in misura, cioè per ogni

∀ε > 0, lim
n→∞

|{|fn| > ε}| = 0

Mostrare che l’unico intorno convesso di 0 è M stesso, da cui segue M ∗ = {0}.
Osservazione 2.20.
Per ciò che sappiamo sugli intorni di 0 in uno SVT, se X è SVTLC allora esiste una
base B data dagli intorni di 0 assorbenti, bilanciati e convessi.

Definizione 2.21 (Disco).
Un insieme B è detto disco se è assorbente, bilanciato e convesso.

Proposizione 2.22.
Sia X un R-SV e B una famiglia di sottoinsiemi di X tale che

• Per ogni B ∈ B, B è Assorbente, Bilanciato e Convesso

• Per ogni B1, B2 ∈ B si ha B1 ∩B2 ∈ B
allora U = {U ⊆ X | ∃r > 0, ∃B ∈ B | rB ⊆ U} è un filtro di insiemi che induce una
topologia che rende X uno SVT come da esercizio (2.12). La topologia indotta è
anche localmente convessa.

Dimostrazione.
Mostriamo le quattro proprietà:

• Chiaramente U è un filtro.

• Ogni U ∈ U è assorbente perché lo sono gli elementi di B

• Per ogni U ∈ U esiste V ∈ U tale che V + V ⊆ U , basta scegliere V = 1
2B con

B ⊆ U convesso in quanto se B è convesso B +B = 2B

• Ogni U ∈ U contiene un bilanciato perché contiene una versione scalata di un
elemento di B.

Osservazione 2.23.
Se B è una famiglia di dischi allora definendo B̃ = {B1 ∩B2 | B1, B2 ∈ B} si ha che B̃
rispetta gli assiomi della proposizione (2.22) e quindi induce una topologia su X che
lo rende uno SVT. Questa è la meno fine tale che B ⊆ UX . In particolare UX ha una

base data da
{
rB | B ∈ B̃

}
.
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2.2.1 Funzionali di Minkowski

Definizione 2.24 (Funzionale di Minkowski).
Sia X un R-spazio vettoriale, C ⊆ X convesso, 0 ∈ C. Il funzionale di Minkowski
associato a C è dato da:

pC :
X −→ [0,+∞]
x 7−→ inf {t ≥ 0 | x ∈ tC}

dove inf ∅ =∞ in questo formalismo.

Osservazione 2.25.
Se B(0, 1) ⊆ C ⊆ B(0, 1) per X normato allora pC(x) = ∥x∥.

Proposizione 2.26 (Proprietà funzionali di Minkowski).
Valgono le seguenti proprietà

• C è assorbente se e solo se pC(x) <∞ per ogni x ∈ X.

• Si ha {pC < 1} ⊆ C ⊆ {pC ≤ 1}

Dimostrazione.
Mostriamo le varie proprietà

• Evidente dalla definizione di assorbente.

• Se pC(x) < 1 allora esiste 0 ≤ t ≤ 1 tale che x ∈ tC, cioè x = tc. Poiché
(1− t)0 = 0 si ha x = tc+ (1− t)0 e per convessità questo è un elemento di C,
cioè x ∈ C.
Se x ∈ C allora 1 ∈ {t ≥ 0 | x ∈ tC}, quindi pC(x) ≤ 1.

Osservazione 2.27 (Famiglia di seminorme induce SVTLC).
Se P è una famiglia di seminorme su X, possiamo definire

B = {Bp(0, r) | p ∈ P, r ∈ R+} , Bp(0, r) = {y ∈ X | p(x− y) < r}

Si può mostrare che B è un insieme di dischi e quindi induce una struttura di SVTLC
su X.

Osservazione 2.28.
Se P è una famiglia di seminorme su X e definiamo

P̃ = {max(p1, · · · , pn) | pi ∈ P}

allora U =
{
Bp(0, r) | p ∈ P̃, r > 0

}
è una base di intorni di 0 che induce la topologia

dell’osservazione precedente.

Osservazione 2.29 (Ogni SVTLC è indotto da seminorme).
Poiché se B è assorbente, bilanciato e convesso, esso produce una seminorma pB data
dal funzionale di Minkowski tale che {pB < 1} ⊆ B ⊆ {pB ≤ 1}, ogni topologia di X
come SVTLC si può ottenere a partire da famiglie di seminorme.

Proposizione 2.30.
La topologia di SVTLC indotta da P insieme di seminorme è T0 se e solo se P è
separante, cioè per ogni x ∈ X \ {0} esiste p ∈ P tale che p(x) ̸= 0.
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Dimostrazione.
Se p(x) = 0 per ogni p ∈ P allora x ∈ B(0, r) per ogni p ∈ P̃ e per ogni r > 0, quindi
x ∈ U per ogni U ∈ UX , ovvero

x ∈
⋂

U∈UX

U = {0}.

2.3 Continuità di operatori lineari in SVT

Proposizione 2.31 (Continuità mappe lineari).
Sia T : X → Y lineare tra SVT. Valgono le seguenti affermazioni

1. T è continua se e solo se è continua in 0

2. T è continua se e solo se per ogni U ∈ UY esiste V ∈ UX tale che T (V ) ⊆ U

3. Se X e Y sono SVTLC con topologia indotta dalle famiglie di seminorme P e
Q rispettivamente, T è continua se e solo se

∀q ∈ Q, ∃p1, · · · , pn ∈ P, ∃M ≥ 0 tali che

∀x ∈ X, q(Tx) ≤M max {p1(x), · · · , pn(x)}

4. Se X e Y sono SVTLC con topologia indotta dalle famiglie di seminorme P e
Q rispettivamente con P e Q stabili per max allora T è continua se e solo se
∀q ∈ Q esistono p ∈ P e M ≥ 0 tali che

q(Tx) ≤Mp(x)

Dimostrazione.
Dimostriamo le affermazioni

1. Basta traslare dato che traslare è un omeomorfismo.

2. Ovvio.

3. La condizione significa che la palla di centro 0 e raggio 1 rispettivamente alla
seminorma max(p1, · · · , pn) di X ha immagine tramite T contenuta nella palla
di raggio M rispetto a q, concludendo per il punto 2. a meno di omotetia.

4. Caso sopra.

Proposizione 2.32 (Caratterizzazione funzionali continui).
Sia f ∈ X ′

alg \ {0} con X un K-spazio vettoriale. Le seguenti affermazioni sono
equivalenti

1. f è continua

2. ker f è chiuso

3. ker f non è denso

4. f non è surgettiva su un aperto non vuoto
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5. f è limitata su un intorno di 0

Dimostrazione.
Diamo le implicazioni

1. =⇒ 2. Ovvio perché {0} è chiuso in K.

2. =⇒ 3. Se ker f è denso allora ker f = X e quindi ha codimensione 0, ma ker f ha codimen-

sione 1 in quanto f ̸= 0, quindi ker f ̸= ker f , cioè non è chiuso.

3. =⇒ 4. Se ker f non è denso esiste un aperto non vuoto A disgiunto da ker f , cioè 0 /∈ f(A)
e in particolare f non è surgettiva su A.

4. =⇒ 5. Se f non è surgettiva su aperto non vuoto allora non lo è su un intorno bilanciato U
di 0 e quindi f(U) è un insieme bilanciato di K diverso da K in quanto f ̸= 0, dunque
f(U) è un disco e in particolare è limitato.

5. =⇒ 1. Se |fx| ≤M per ogni x ∈ U ∈ UX allora per omogeneità

|f(x)| ≤ ε ∀x ∈ ε

M
U ∈ UX

per un qualsiasi ε > 0, quindi f è continua in 0. Questo conclude perché

f(x) = f(x0) + f(x− x0).

2.4 SVT I-numerabili e paranorme

Definizione 2.33 (Paranorma).
Una paranorma sull K-spazio vettoriale X è una funzione q : X → [0,∞) tale che

1. q(x+ y) ≤ q(x) + q(y)

2. q(λx) ≤ q(x) per ogni x ∈ X e λ ∈ K tale che |λ| ≤ 1

3. Se λk → 0 in K allora q(λkx)→ 0

Inoltre q è definita se vale
q(x) = 0⇐⇒ x = 0.

Osservazione 2.34.
Dalla proprietà 2. segue che q(λx) = q(x) se |λ| = 1 e che q(λx) ≤ q(µx) se |λ| ≤ |µ|.
In particolare q(x) = q(−x).

Quindi d(x, y) = q(x− y) è una (semi)distanza su X (distanza se q definita).

Esercizio 2.35.
Dimostrare che (X, d) è uno SVT per d indotta da paranorma q.

Esercizio 2.36.
Sia X un K-SVT I-numerabile. Allora la sua topologia proviene da una paranorma
(la quale è definita sse X è T0).

Dimostrazione.
TRACCIA
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• Sia {Un}n≥0 base numerabile di intorni bilanciati di 0 tali che Un+1+Un+1 ⊆ Un.

• Estendiamo la successione per n < 0 ponendo Uk = Uk+1+Uk+1 per ogni k < 0.

Nota che Uk+1+Uk+1 ⊆ Uk per ogni k ∈ Z e gli {Uk}k∈Z sono intorni bilanciati.

• Poniamo

q(x) = inf

{
r∑

i=1

2−ki | r ∈ N, (k1, · · · , kr) ∈ Zr t.c. x ∈ Uk1
+ Uk2

+ · · ·+ Ukr

}

Mostra che q è una paranorma su X.

• Nota che
{
q < 2−n−1

}
⊆ Un ⊆ {q ≤ 2−n} e quindi q induce la topologia di X.

2.5 Limitatezza

Definizione 2.37 (Insieme limitato).
Un sottoinsieme S di uno SVT X con U intorni di 0 è limitato se è assorbito da ogni
elemento di U , cioè4 per ogni U ∈ U esiste n ∈ N tale che nU ⊇ S.

Osservazione 2.38.
Valgono le seguenti proprietà

1. Se S è limitato allora anche S lo è, basta considerare intorni chiusi.

2. Se S e S′ sono limitati, S ∪ S′ lo è.

3. Ogni compatto è limitato, basta scegliere un intorno limitato di x per ogni x ∈ K
e poi estrarre un sottoricoprimento finito. Un tale intorno esiste scalando intorni
di 0 bilanciati.

4. Ogni T : X → Y lineare e continua tra SVT è limitata, cioè per ogni S ⊆ X
limitato, T (S) è limitato. In generale non vale il viceversa ma vale se X e Y
sono normati.

Proposizione 2.39 (Limitatezza in SVTLC).
Se (X,P) è SVTLC allora S ⊆ X è limitato se e solo se per ogni seminorma p ∈ P,
p è limitata su S.

Dimostrazione.
p limitata su S significa che

S ⊆ Bp(0, Rp) =
Rp

ε
Bp(0, ε)

e le palle {Bp(0, ε)}p∈P,ε>0 sono una prebase di intorni di 0 ∈ X.

Corollario 2.40.
Se (X, ∥·∥) è normato allora S è limitato se e solo se ∃R > 0 tale che S ⊆ B(0, R).

4questa condizione è equivalente a chiedere tU ⊇ S per ogni t con |t| ≥ n o a chiedere che l’as-
sorbimento valga per elementi di una pre-base di intorni di 0 al posto di tutti gli elementi di
U .

23



Esercizio 2.41.
Se X è I-numerabile e T : X → Y lineare tale che per ogni xk → 0 in X esiste xkj

tale che T (xkj
) limitata allora T è continua.

Proposizione 2.42 (Caratterizzazione sequenziale della limitatezza).
Se X SVT e S ⊆ X, S è limitato se e solo se per ogni (sk) successione in S e per
ogni (αk) successione in K infinitesima, si ha αksk → 0.

Dimostrazione.
Sia S limitato, (sk) successione in S e (αk) successione infinitesima in K. Sia U intorno
bilanciato di 0 e sia n tale che S ⊆ nU . Notiamo che definitivamente |αk| < 1

n , quindi

αksk ∈ αkS ⊆ αknU
k grande

⊆ U.

Supponiamo ora S non limitato, allora esiste U ∈ UX che non assorbe S, cioè per
ogni n ∈ N esiste sn ∈ S \ nU . Dunque (sn) è una successione in S tale che 1

nsn /∈ U
per costruzione, dunque 1

nsn non tende a 0 ∈ X nonostante 1
n sia infinitesima.

Proposizione 2.43.
Le successioni di Cauchy sono limitate.

Dimostrazione.
Sia (xk) una successione di Cauchy in X, cioè per ogni U ∈ UX esiste n ∈ N tale che
per ogni p, q ≥ n si ha xp − xq ∈ U .

Fissiamo U ∈ UX e sia V bilanciato tale che V + V ⊆ U . Per la definizione
di successione di Cauchy esiste n0 tale che xk − xn0

∈ V per ogni k ≥ n0, cioè
xk ∈ xn0

+ V .
Inoltre, esiste m tale che xk ∈ mV per ogni k ≤ n0 dato che un insieme finito è

limitato. Allora per ogni k ∈ N si ha xk ∈ mV + V , infatti se k ≤ n0 allora abbiamo
mV , se k > n0 allora xn0 ∈ mV e xk ∈ xn0 + V ⊆ mV + V .

Poiché V è bilanciato, mV + V ⊆ mV +mV = m(V + V ) ⊆ mU .

2.6 Teorema di Riesz

Teorema 2.44 (Riesz).
Per X SVT T0 su K sono equivalenti

1. X ha dimensione finita

2. X ∼= Kn per qualche n ∈ N

3. X è localmente compatto

Dimostrazione.
Diamo le implicazioni

1. =⇒ 2. Sia X SVT T0 di dimensione n e sia x1, · · · , xn una sua base di Hamel. Allora

φ :
Kn −→ X

λ = (λ1, · · · , λn) 7−→
∑n

i=1

λixi

è lineare, bigettiva e continua.

Dimostriamo che è aperta: L’insieme ∂B(0, 1) ⊆ Kn visto con la norma euclidea
è compatto, quindi φ(∂B(0, 1)) è compatto, e quindi chiuso perché X è Hausdorff.
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Per bigettività 0 /∈ φ(∂B(0, 1)), quindi esiste un intorno V di 0 in X disgiunto da
φ(∂B(0, 1)). Senza perdita di generalità V bilanciato, allora φ−1(V ) è un insieme
bilanciato di Kn disgiunto da ∂B(0, 1), dunque φ−1(V ) ⊆ B(0, 1) (se avesse un punto
di modulo maggiore a 1 allora in quanto bilanciato conterrebbe tutti i punti tra esso
e 0, intersecando il bordo).

Questo mostra che B(0, 1) è un intorno di 0 e quindi φ è aperta (per traslazione e
omotetia φ(B(λ, r)) è intorno di φ(λ) per ogni λ ∈ Kn e r > 0 e concludo notando
che aperti di Kn sono dati da unioni di palle).

2. =⇒ 3. Kn è localmente compatto perché conosciamo la topologia euclidea, quindi anche X
lo è.

3. =⇒ 1. Sia X SVT localmente compatto e T0. Mostriamo che X è I-numerabile:

Sia V intorno compatto di 0. Mostriamo che
{

1
nV
}
è una base di intorni di 0. Sia

U un intorno (senza perdita di generalità U bilanciato). Poiché V è compatto e5

V ⊆
⋃

n≥1 nU = X possiamo estrarre un sottoricoprimento finito

V ⊆
⋃

1≤i≤k

niU
U bilanciato

=

(
max
1≤i≤k

ni

)
U

infatti
ni

maxni
U ⊆ U . Questo mostra che

{
1
nV
}
è una base numerabile di intorni di

0 ∈ X.

Notiamo che V si può coprire con un numero finito di traslati di 1
2V in quanto V ⊆

V + 1
2V e applico compattezza al variare di v + 1

2V per v ∈ V . Sia allora F tale
che V ⊆

⋃
v∈F v + 1

2V con F finito e poniamo Y = SpanK F . Notiamo che Y ha
dimensione finita.

Procedendo per induzione, per ogni n ∈ N si ha V ⊆ Y + 2−nV , ma {2−nV }n≥0 è
una base di intorni, quindi

Y =
⋂
n≥0

Y + 2−nV ⊇ V

e dato che V è un intorno assorbente, X =
⋃

n≥0 nV ⊆ Y , cioè Y è denso in X.

Poiché Y ha dimensione finita, per l’implicazione precendente Y ∼= Kn, in particolare
Y è completo. Se x ∈ X = Y , poiché X è I-numerabile, si ha che esiste yk → x in X
con yk ∈ Y con (yk) di Cauchy in X e quindi anche in Y , che però è completo, quindi
yk → y per y ∈ Y , ma X è Hausdorff, quindi y = x.

Osservazione 2.45.
Se non avessimo supposto T0 potremmo considerare X⧸{0} e troveremmo X ∼= Kn ⊕

{0}.

2.7 Successioni generalizzate (nets)

Definizione 2.46 (Net).
Un net su un insieme X è una funzione f : D → X su (D,≥) poset diretto6.
5U assorbente
6diretto nel senso che per ogni i, j ∈ D esiste k ∈ D tale che i ≤ k e j ≤ k.
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Esempio 2.47 (Somme di Riemann).
Sia u : [a, b]→ X una funzione con X SVT. La somma di Riemann per u relativa
ad una suddivisione P = {a = t0 < t1 < · · · < tn = b} e una scelta di punti Ξ =
{ξ1, · · · , ξn} con ξi ∈ [ti−1, ti] è

S(u;P,Ξ) =

n∑
i=1

u(ξi)(ti − ti−1).

Possiamo prendere D = {(P,Ξ)} l’insieme delle possibili partizioni e scelte di punti.
D è un poset: (P,Ξ) ≥ (P ′,Ξ′) se P ⊇ P ′.

In questo contesto l’integrale di Riemann sarebbe il limite rispetto al net D → X
dato da (P,Ξ) 7→ S(u;P,Ξ).

Esempio 2.48 (Somme infinite).
Data {xi}i∈I ⊆ X con X SVT consideriamo

S :
Pfin(I) −→ X

F 7−→
∑

i∈F xi

Pfin(I) è parzialmente ordinato per inclusione e la somma sarebbe il limite.

Definizione 2.49 (Definitivamente e frequentemente).
Diciamo che se {Pα}α∈D sono proprietà indicizzate su D insieme diretto allora Pα

vale definivamente (risp. frequentemente) se esiste α ∈ D tale che per ogni
β ≥ α in D vale Pβ (risp. per ogni α ∈ D esiste β ∈ D tale che vale Pβ).

Osservazione 2.50.
Se D ̸= N allora può succedere che “frequentemente” ̸=“infinite volte”.

Definizione 2.51 (Convergenza per net).
Se f : D → X è un net su X spazio topologico si ha che f converge a x ∈ X se per
ogni U intorno di x si ha che f(i) ∈ U definitivamente.

Definizione 2.52 (Punti di accumulazione per net).
Se f : D → X è un net su X spazio topologico si ha che x è un punto di
accumulazione di f se per ogni U intorno di x, f(i) ∈ U frequentemente.

Definizione 2.53 (Sottonet).
Una φ : D′ → D con D,D′ insiemi diretti tale che per ogni i ∈ D esiste i′ ∈ D′ tale
che φ(j) ≥ i per ogni j ≥ i′ è detta cofinale.

Sia f : D → X un net, allora f ◦ φ : D′ → X per φ cofinale è un sottonet di f .

Osservazione 2.54.
Una successione è un net su N, una sottosuccessione è quindi in particolare un sottonet,
ma non tutti i sottonet di una successione sono sottosuccessioni.

Esercizio 2.55.
Se f : D → X spazio topologico e x ∈ X allora x è aderente a f se e solo se x è limite
di qualche sottonet di f .

Osservazione 2.56.
Dato f : D → X net, l’insieme A dei punti aderenti a f è

A =
⋂
j∈D

{f(i) | i ≥ j}

infatti x è aderente se e sono se per ogni intorno U e ogni j ∈ D esiste i ≥ j tale che
f(i) ∈ U , cioè per ogni j ∈ D U ∩ {f(i) | i ≥ j} ̸= ∅, ovvero per ogni j ∈ D si ha
x ∈ f(i) | i ≥ j.
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Esercizio 2.57.
X spazio topologico è compatto per ricoprimenti se e solo se ogni net in X ha punti
aderenti, cioè se e solo se per ogni net su X esiste un sottonet convergente.

Esercizio 2.58.
Usare l’esercizio sopra per dimostrare Tychonoff.

Dimostrazione.
IDEA:

• Sia f : D →
∏

λ∈ΛXλ un net, vogliamo trovare dei punti aderenti.

• Consideriamo l’insieme

S =

{
(N, x) | x ∈

∏
λ∈N

Xλ, N ⊆ Λ, x aderente per PN ◦ f : D →
∏
λ∈N

Xλ

}

esso è non vuoto perché se N è un singoletto allora PN ◦ f è un net verso
uno spazio compatto, quindi ha un punto aderente. Ordiniamo S ponendo
(N, x) ≤ (N ′, x′) se N ⊆ N ′ e PN (x′) = x.

Vale la condizione della catena, infatti se {(Nα, xα)} è una catena ascendente
in S allora basta considerare N =

⋃
Nα e x ∈

∏
λ∈N Xλ dato da x(λ) = xα(λ)

per un qualche α tale che λ ∈ Nα. Notiamo che x cos̀ı definito è aderente a
PN ◦ f perché gli xα sono aderenti e questo basta per la definizione di topologia
prodotto.

Dunque per il lemma di Zorn esiste un dominio massimale (N, x)

• Se per assurdo N ̸= Λ allora esiste λ ∈ Λ \ N , ma allora possiamo estendere
(N, x) a (N ∪{λ} , x̃) per x̃ = x fuori λ e uguale a un qualche aderente a P{λ} ◦f
in λ. Questo nega la massimalità.

Esercizio 2.59.
Per X spazio topologico e S ⊆ X si ha x ∈ S se e solo se esiste f : D → S net
convergente a x.

Definizione 2.60 (Net di Cauchy).
Sia X SVT. Un net f : D → X è di Cauchy se per ogni U ∈ UX esiste i ∈ D tale
che per ogni p ≥ i e q ≥ i vale f(p)− f(q) ∈ U .

Equivalentemente il net f̃ : D × D → X definito da f̃(i, j) = f(i) − f(j) con
(i, j) ≥ (i′, j′)⇐⇒ i ≥ i′ ∧ j ≥ j′ converge a 0.

Definizione 2.61 (Completo per nets).
Uno SVT è completo per nets se ogni net di Cauchy converge.

Esercizio 2.62.
Uno SVT I-numerabile è completo per nets se e solo se è completo per successioni.
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Capitolo 3

Teorema di Hahn-Banach

Il teorema di Hanh-Banch ci permetterà di costruire funzionali lineari continui.

Funzionali sono i surrogati delle coordinate, che non ci sono in generale,
e anche quando ci sono possono essere più complicate di quanto non

valga la pena.

3.1 Teorema di Hahn-Banach reale

Definizione 3.1 (Funzione sublineare).
Una funzione p : X → R è

• positivamente omogena se per t ∈ R, t ≥ 0 abbiamo p(tu) = tp(u),

• subadditiva se per ogni u, v ∈ X vale p(u+ v) ≤ p(u) + p(v),

• sublineare se è subadditiva e positivamente omogenea.

Pillola filosofica: Teorema di esistenza senza buon criterio per scegliere
un candidato spesso chiama l’uso di scelta.

Teorema 3.2 (Hahn-Banach).
Siano X uno spazio vettoriale reale, M ⊆ X sottospazio, p : X → R sublineare,
f :M → R lineare tale che f ≤ p su M .

Allora f si estende a F : X → R lineare tale che F ≤ p.

Dimostrazione.
Vogliamo applicare il lemma di Zorn. Sia

M = {g ∈ N ′ | g ≤ p, M ⊆ N ⊆ X}

Notiamo che M è ordinato secondo l’inclusione dei sottografici, cioè

g ⪯ h⇐⇒ Γg ⊆ Γh⇐⇒

{
dom g ⊆ domh

g(x) ≤ h(x) ∀x ∈ dom g

Condizione delle catene vale:

se {gα}α∈Λ catena in M
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allora
⋃

α Γgα è ancora il grafico di una funzione lineare minore di p.
Dunque per il lemma di Zorn esiste un elemento massimale in M . Per concludere

basta mostrare che un massimale di M è definito su tutto X, cioè vogliamo mostrare
che se g ∈M è tale che dom g ̸= X allora esiste g′ ∈M che estende g.

Sia dunque per assurdo x ∈ X \ N dove N = dom g. Vogliamo estendere g a
h : N ⊕ ⟨x⟩ → R con h ≤ p. In quanto estensione

h(u+ tx) = h(u) + th(x) = g(u) + th(x),

dove u generico elemento di N . Sia α = h(x) e cerchiamo un opportuno α in modo
tale che h ≤ p.

Chiediamo che ∀u ∈ N, ∀t ∈ R

g(u+ tx) ≤ p(u+ tx),

o equivalentemente per ogni t > 0 chiediamo{
h(u+ tx) ≤ p(u+ tx)

h(v − tx) ≤ p(v − tx)

equivalentemente {
g(u/t) + α ≤ p(u/t+ x)

g(v/t)− α ≤ p(v/t− x)

dunque vogliamo

−p(v/t− x) + g(v/t) ≤ α ≤ p(u/t+ x)− g(u/t)

cioè
sup
v∈N
−p(v − x) + g(v) = m∗ ≤ α ≤ m∗ = inf

u∈N
p(v + x)− g(u),

dunque un tale α esiste solo se m∗ ≤ m∗. Questo è vero perché

g(u) + g(v) = g(u+ v) ≤ p(u+ v) = p(u+ x+ v − x) ≤ p(u+ x) + p(v − x).

Osservazione 3.3.
Non serve questo teorema per spazi di dimensione finita o spazi di Hilbert, in quanto
in quei casi abbiamo estensioni canoniche (se domf = N , considero la proiezione
orgonale su N e poi applico f).

Corollario 3.4 (Hahn-Banach per spazi normati).
Se (X, ∥·∥) è spazio normato reale e Y è sottospazio lineare allora ogni funzione
continua su Y si estende ad una su X con la stessa norma.

Dimostrazione.
Se f ∈ Y ∗, per la definizione di norma duale si ha

f(x) ≤ ∥f∥Y ∗ ∥x∥ ≑ p(x),

quindi f si estende a F : X → R lineare con F (x) ≤ ∥f∥Y ∗ ∥x∥, cioè ∥F∥X∗ ≤ ∥f∥Y ∗ .
Poiché F estende f in realtà abbiamo uguaglianza tra le norme1.

1consideriamo la stessa successione in Y che realizza la definizione di ∥f∥Y ∗
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Osservazione 3.5.
Se X è di Hilbert, una estensione di f ∈ Y ∗ è data dal proiettore ortogonale su2 Y
P : X → Y . A questo punto definendo F = f ◦ P .

Corollario 3.6 (ricostruire norma tramite funzionali).
Se (X, ∥·∥) è spazio normato reale e Y è sottospazio lineare e x ∈ X, allora la norma
di x si può ricostruire dalla norma duale di X∗, in particolare3

∥x∥ = max
∥f∥X∗≤1

⟨f, x⟩

Dimostrazione.
Se f ∈ X∗ e ∥f∥ ≤ 1 allora

⟨f, x⟩ ≤ ∥f∥ ∥x∥ ≤ ∥x∥ =⇒ ∥x∥ ≤ max
∥f∥≤1

⟨f, x⟩ .

D’altra parte, per il corollario precedente (3.4) nel caso particolare di Y = xR, il
funzionale lineare continuo

ϕ :
xR −→ R
λx 7−→ λ ∥x∥

si estende a tutto X con la stessa norma. Se x = 0 allora ∥ϕ∥ = 0 per linearità,
altrimenti ∥ϕ∥ = 1 su xR. In ogni caso ∥ϕ∥ ≤ 1, quindi per ogni x ∈ X esiste f ∈ X∗

tale che ∥f∥ ≤ 1 e ⟨f, x⟩ = ∥x∥.

Definizione 3.7 (Operatore aggiunto).
Per T : X → Y lineare continua tra spazi normati, si definisce l’operatore aggiunto
o trasposto di T come

T ∗ :
Y ∗ −→ X∗

f 7−→ f ◦ T

Proposizione 3.8 (Norma dell’aggiunto).
La norma di T ∗ coincide con la norma di T , in particolare T ∗ è continuo.

Dimostrazione.
Segue dai corollari di Hahn-Banach sopra, infatti

∥T ∗∥L(Y ∗,X∗) = sup
f∈Y ∗,∥f∥≤1

∥T ∗f∥X∗ = sup
f∈Y ∗,∥f∥≤1

sup
∥x∥≤1,x∈X

⟨T ∗f, x⟩ =

= sup
∥f∥≤1,∥x∥≤1

|f, Tx| = sup
∥x∥≤1

sup
∥f∥≤1

|⟨f, Tx⟩| (3.6)=

= sup
∥x∥≤1

∥Tx∥ = ∥T∥L(X,Y ) .

3.1.1 Immersione isometrica nel biduale

Proposizione 3.9 (Immersione isometrica nel biduale).
Sia (X, ∥·∥) uno spazio normato reale e consideriamo la mappa

iX :
X −→ X∗∗

x 7−→ valx

Essa è una immersione isometrica.
2stiamo supponendo Y chiuso a meno di passare alla chiusura
3dove ⟨f, x⟩ = f(x) quando f è forma lineare, come in questo caso.
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Dimostrazione.
È immediato vedere che iX è lineare e continua4 Però sappiamo che per ogni x ∈ X
esiste f ∈ X tale che ∥f∥ ≤ 1 e ∥x∥ = ⟨f, x⟩, cioè ∥valx∥ = ∥x∥, ovvero iX : X → X∗∗

è una immersione isometrica.

Definizione 3.10 (Spazio riflessivo).
Uno spazio normato (X, ∥·∥) è riflessivo se iX : X → X∗∗ è surgettiva, ovvero se iX
è una isometria.

Osservazione 3.11.
Esistono spazi di Banach non riflessivi ma isometrici al loro biduale. Nella definizione
chiediamo che la mappa canonica iX sia una isometria.

Lemma 3.12 (Duale è addendo diretto nel triduale).
X∗ è sempre un addendo diretto se visto come sottospazio di X∗∗∗.

Dimostrazione.
Poiché ogni Banach ammette un’immersione isometrica X ↪→ X∗∗, esiste una immer-
sione isometrica X∗ ↪→ X∗∗∗. Consideriamo allora la composizione

X∗ X∗∗∗ X∗ιX∗ (ιX)∗

e mostriamo che è l’identità: per ogni f ∈ X∗ e per ogni x ∈ X

⟨f, x⟩ = ⟨ιX(x), f⟩ = ⟨ιX∗(f), ιX(x)⟩ = ⟨(ιX)∗(ιX∗(f)), x⟩ .

Dunque ιX∗ e (ιX)∗ sono una coppia inversa destra e inversa sinistra, quindi

X∗∗∗ = ιX∗(X∗)⊕ ker((ιX)∗).

Esempio 3.13.
Sia c0 =

{
x ∈ RN | x(n) = on(1)

}
. Questo è un sottospazio chiuso di

ℓ∞ =
{
x ∈ RN | ∥x∥∞ <∞

}
Se N̂ è la compattificazione di N ad un punto (N̂ = N∪{∞}) allora c0 sono le funzioni

N̂→ R continue che valgono 0 in ∞ ristrette a N.
Risulta che l’inclusione c0 ↪→ ℓ∞ è l’inclusione nel biduale, infatti c∗0 si può

identificare con
ℓ1 =

{
f ∈ RN | ∥f∥1 =

∑
|fn| <∞

}
identificando f ∈ ℓ1 con f̃(x) =

∑
fnxn (che converge perché assolutamente conver-

gente). Risulta che questa identificazione è una isometria.
Con un processo analogo identifichiamo ℓ∗1 con ℓ∞.

c0 ℓ∞

c∗∗0

⊆

ic0
∼=

4⟨valx, f + λg⟩ = f(x) + αg(x) = ⟨valx, f⟩ + λ ⟨valx, g⟩ e ∥valx∥ ≤ ∥x∥ in quanto |⟨valx, f⟩| =
|⟨f, x⟩| ≤ ∥f∥ ∥x∥.
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Osservazione 3.14.
Se X è Hilbert allora X ↪→ X∗∗ è surgettiva tramite l’isomorfismo di Riesz

x 7→ ⟨·, x⟩ 7→ ⟨·, ⟨·, x⟩⟩ = valx

Osservazione 3.15.
SeX normato, iX : X → X∗∗ ci permette di costruire un completamento considerando
iX(X) in X∗∗ in quanto il biduale è completo.

3.1.2 Sulle ipotesi del teorema di Hahn-Banach

Il funzionale p nelle ipotesi è positivamente omogeneo e subadditivo (cioè sublineare).

Osservazione 3.16.
Una funzione f è subadditiva se, detto Γ il grafico di f , Γ+(x, f(x)) sta sempre sopra
Γ.

Esercizio 3.17.
Mostra le seguenti implicazioni

• Positivamente omogeneo e subadditivo implica convesso

• Positivamente omogeneo e convesso implica subadditivo (e quindi sublineare)

• Subadditivo, convesso e p(0) ≤ 0 implica positivamente omogeneo

Esercizio 3.18.
Trovare f : R→ R che sia subadditiva, convessa ma non positivamente omogenea.

Esercizio 3.19.
Nel teorema di Hahn-Banach si può prendere più in generale p convesso?

Si, ma si riconduce al caso standard trovando un nuovo funzionale p0 che sia
sublineare e tale che f ≤ p0 ≤ p.

3.2 Estensioni e altre versioni di Hahn-Banach

3.2.1 Teorema di Hahn-Banch complesso

Teorema 3.20 (Hahn-Banach complesso).
Sia X un C-spazio vettoriale normato, Y ⊆ X un suo sottospazio vettoriale e f ∈ Y ∗,
allora f si estende ad un funzionale lineare su X con uguale norma.

Dimostrazione.
Sia (X0, ∥·∥) lo spazio normato reale ottenuto da X per restrizione degli scalari e sia
f0 = ℜef . Notiamo che f0 è un funzionale lineare continuo reale su Y , che quindi
possiamo estendere a f̃0 ∈ X∗ mantenendo la norma. Definiamo

f̃(x) = f̃0(x)− if̃0(ix).

Notiamo che f̃ |Y = f , infatti

f(y) = ℜe(f(y)) + iℑm(f(y)) = ℜe(f(y))− iℑm(if(iy)) = ℜe(f(y))− iℜe(f(iy)).

Si ha anche che f̃ è C-lineare e che
∥∥∥f̃∥∥∥

X∗
= ∥f∥Y ∗

(COMPLETA PER ESERCIZIO)
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3.2.2 Teoremi di separazione dei convessi

Proposizione 3.21 (Funzionali di Minkowski sono sublineari).
Se C è convesso e 0 ∈ C allora pC è sublineare.

Dimostrazione.
Dimostriamo le due proprietà:

pos.omo. Per ogni λ > 0, x ∈ X si ha che

pC(λx) = inf {t > 0 | λx ∈ tC} = inf {λs > 0 | λx ∈ λsC} = λpC(x)

subadd. Per ogni x, y ∈ X siano a e b tali che

a > pC(x), b > pC(y).

Se uno tra pC(x) e pC(y) è infinito allora la tesi vale trivialmente. Supponiamo dunque
che questo non sia il caso. Allora x ∈ aC e y ∈ bC, cioè x/a, y/b ∈ C. Notiamo che

x+ y

a+ b
=

a

a+ b

x

a
+

b

a+ b

y

b

dunque x+y
a+b ∈ C per convessità, cioè x + y ∈ (a + b)C e quindi pC(x + y) ≤ a + b.

Passando all’estremo inferiore per a > pC(x) e b > pC(y) troviamo

pC(x+ y) ≤ pC(x) + pC(y)

Osservazione 3.22.
Se C è un disco, cioè è assorbente, bilanciato e convesso allora pC è una seminorma.

Esercizio 3.23.
Se X SVT, F : X → K lineare non continua allora per ogni aperto A non vuoti si
deve avere F (A) = K.

Lemma 3.24.
Ogni funzionale lineare non nullo su uno SVT è una mappa aperta

Dimostrazione.
Sia F ̸= 0 lineare con F : X → K. Vogliamo mostrare che F manda intorni di x ∈ X
in intorni di F (x) ∈ K. Poiché X è SVT, basta mostrare che F (U) è intorno di
0 ∈ K per ogni U intorno di 0 ∈ K. In realtà basta prendere una base di intorni di 0,
quindi consideriamo gli U bilanciati. Notiamo che F (U) è un insieme bilanciato di K,
infatti se λ ∈ K e |λ| ≤ 1 allora λF (U) = F (λU) ⊆ F (U), quindi abbiamo le seguenti
possibilità:

• F (U) = {0}, ma allora F = 0 assurdo

• F (U) è un disco, dunque è intorno di 0 ok.

• F (U) = K ok.

Corollario 3.25 (Discontinuità per funzionali lineari).
F : X → K lineare è discontinua se e solo se è surgettiva su ogni aperto non vuoto.
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Dimostrazione.
Se F non è surgettiva su un aperto non vuoto, a meno di traslazione F non è surgettiva
su un intorno di 0, quindi non è surgettiva su un qualche aperto bilanciato. Quindi
esiste un elemento che non è nella immagine, ma allora F non assume valori di modulo
superiore a questo valore non raggiunto.

Teorema 3.26 (Separazione di convessi).
Valgono i seguenti teoremi:

• Siano X un R-SVT, A un suo aperto convesso non vuoto e B un convesso non vuoto
disgiunto da A. Allora esistono F ∈ X∗ e γ ∈ R tali che per ogni a ∈ A, b ∈ B si ha

⟨F, a⟩ < γ ≤ ⟨F, b⟩ ,

cioè A ⊆ {F < γ} e B ⊆ {F ≥ γ}.

• Sia X un R-SVTLC5, K convesso compatto e C convesso chiuso disgiunti. Allora
esistono F ∈ X∗, γ1, γ2 ∈ R, γ1 < γ2 tali che per ogni x ∈ K e per ogni y ∈ C vale

⟨F, x⟩ ≤ γ1 < γ2 ≤ ⟨F, y⟩

ovvero K ⊆ {F ≤ γ1} e C ⊆ {F ≥ γ2}.

Dimostrazione.
Diamo le due dimostrazioni

• Sia x0 ∈ B −A = {b− a | a ∈ A, b ∈ B}. Poiché A ∩B = ∅, x0 ̸= 0. Sia

C = A−B + x0 =
⋃
b∈B

(A− b+ x0).

Dalla definizione è evidente che C è un aperto (unione di traslati di A che è aperto)
e contiene 0. C è convesso perché la somma algebrica di due convessi è un convesso
(quindi A−B convesso e traslare un convesso lo lascia convesso). Essendo aperto in
particolare è assorbente per (2.11).

Quindi il funzionale di Minkowski associato pC è un funzionale sublineareX → R (non
raggiunge +∞ perché assorbente). Sia f0 : Rx0 → R il funzionale lineare definito da
⟨f0, x0⟩ = 1. Poiché 0 /∈ A−B, x0 /∈ C e quindi6 pC(x0) ≥ 1. Applicando il teorema
di Hahn-Banach (3.2) f0 si estende a F : X → R con F ≤ pC in X. Per ogni
a ∈ A, b ∈ B, poiché a− b+ x0 ∈ C, si ha

F (a)− F (b) + 1 = F (a− b+ x0) ≤ pC(a− b+ x0) ≤ 1

cioè F (a) ≤ F (b). Ponendo γ = supA F abbiamo le disuguaglianze volute se mostria-
mo che F (a) < γ per ogni a ∈ A. Per il lemma (3.24) si ha che F è una mappa
aperta, quindi F (A) è un aperto di R tale che supF (A) ≤ γ, ma allora il valore γ
non è raggiunto.

Concludiamo notando che F è continuo7 perché è limitato superiormente sull’aperto
A.

5La locale convessità serve, infatti esistono SVT metrizzabili che non hanno funzionali lineari continui
e in tal caso la tesi non vale neanche per K = {x} e C = {y}.

6ricorda che {pC < 1} ⊆ C
7volendo anche perché limitato su intorno di 0 o anche perché non è surgettiva sull’aperto A. Vedi
esercizio sopra per l’ultima.
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• Sia V intorno convesso di 0 tale che (K +V )∩C = ∅, basta usare (2.16) e poi notare
che in questo caso abbiamo una base di intorni convessi. Evidentemente K + V è
aperto e convesso8. Per il primo punto esiste F ∈ X∗ e γ ∈ R tale che per ogni
x ∈ K + V e y ∈ C

⟨F, x⟩ < γ ≤ ⟨F, y⟩ .

Sia γ1 = maxx∈K ⟨F, x⟩, allora γ1 < γ e quindi se x ∈ K

⟨F, x⟩ ≤ γ1 < γ ≤ ⟨F, y⟩

che è la tesi a meno di definire γ2 = γ.

3.3 Parentesi esercizi

Definizione 3.27 (Misura non atomica).
Uno spazio di misura (X,Q, µ) è non-atomico se per ogni A ∈ Q di misura positiva
contiene B ∈ Q di misura positiva strettamente minore.

Esercizio 3.28 (Sierpinski).
Se (X,Q, µ) è non-atomico allora è divisibile, cioè per ogni A ∈ Q e per ogni λ ∈
[0, µ(A)] esiste B ⊆ A, B ∈ Q, tale che µ(B) = λ.

Inoltre, vedendo la misura come funzione µ : Q → [0, µ(X)], esiste una inversa
destra monotona crescente per inclusione E : [0, µ(X)] → Q, cioè si ha µ ◦ E = id e
per ogni t ∈ [0, µ(X)] abbiamo µ(Et) = t e Et ⊆ Et′ per ogni t ≤ t′.

Dimostrazione.
Vogliamo applicare Zorn all’insieme delle inverse destre monotone parziali, cioè

Γ = {E : S → Q | S ⊆ [0, µ(X)], E monot. cresc. per ⊆, µ(E(t) = t ∀t ∈ S)}

Chiaramente la condizione sulle catene funziona quindi Γ ha un elemento massimale.
Mostriamo poi che il dominio del massimale è chiuso e che è denso, e quindi deve
essere tutto. (CONCLUDERE PER ESERCIZIO)

Esercizio 3.29.
Sia (X,Q, µ) uno spazio di misura e sia 0 < p ≤ 1. Definiamo

Lp(X) =

{
f : X → R | f misurabile,

∫
X

|f |p dµ <∞
}

e sia q : Lp → [0,∞) con q(f) =
∫
X
|f |p dµ = ∥f∥pp.

Notiamo che q(f + g) ≤ q(f) + q(g), che q(λf) = |λ| q(f) e che q(f) = 0 se e solo
se f = 0 q.o.. Dunque q definisce una semidistanza dq(f, g) = q(f − g), che induce
una distanza sul quoziente

Lp(X) = L
p(X)⧸{0}

Questa distanza rende Lp(X) uno SVT metrico completo omeomorfo a L1(X).
Mostrare che se (X,Q, µ) è non-atomico e p < 1 allora Lp(X) non ha funzionali

lineari continui diversi da 0 e non ha aperti convessi diversi da Lp(X).

8somma di convessi è convessa
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Esercizio 3.30.
Sia X = N con la misura di cardinalità. In questo caso Lp(N) = ℓp con la definizione
di prima. Questo è uno SVT metrico completo ma la misura è puramente atomica
(misura ricostruibile dai singoletti). Mostra che (ℓp)

∗ = (ℓ1)
∗.

Dimostrazione.
Nota che se 0 < p ≤ q ≤ ∞ allora ℓp ⊆ ℓq e l’inclusione è una mappa continua, quindi
una mappa lineare su ℓq restituisce una mappa lineare su ℓp, quindi abbiamo (ℓp)

∗ ⊇
(ℓ1)

∗, va mostrato che non ce ne sono altri.(CONCLUDERE PER ESERCIZIO)
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Capitolo 4

Topologie deboli, Limitatezza
e Banach-Steinhaus

4.1 Topologie deboli

Proposizione 4.1 (Topologia iniziale nel caso SVT).
Sia X uno spazio vettoriale su K e sia F : {Ti : X → Yi} dove ogni Yi è SVT e Ti è
lineare, allora la topologia iniziale su X indotta1 da F rende X uno SVT.

Dimostrazione.
Voglio verificare che + e · sono mappe continue per la topologia iniziale.

X ×X X

Yi × Yi Yi

+

Ti×Ti Ti

+i

K×X X

K× Yi Yi

·

idK×Ti Ti

·i

Per la proprietà universale della topologia iniziale (A.2), vogliamo verificare che Ti ◦
+ = +i ◦ (Ti × Ti) è continua per ogni i e similmente per Ti ◦ ·. Questo è vero perché
la topologia iniziale è rende Ti continua per ogni i.

Osservazione 4.2.
Se ogni Yi inoltre è SVTLC allora anche X lo è.

Definizione 4.3 (Topologie deboli).
Sia X un K-spazio vettoriale e F ⊆ X ′ (duale algebrico). La topologia iniziale indotta
da F viene detta la topologia debole di F e si indica σ(X,F).

Osservazione 4.4.
σ(X,F) = σ(X,SpanK(F)) quindi senza perdita di generalità possiamo sempre sup-
porre F sottospazio vettoriale di X ′.

1vedi (A.1)
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Osservazione 4.5.
La famiglia di seminorme associata a F (quella che induce la stessa topologia di
SV TLC) è data da

P = {|f | | f ∈ F}

Osservazione 4.6.
La topologia debole σ(X,F) è T0 (e quindi Hausdorff perché SVT) se e solo se la
famiglia F è separante (∀x ∈ X \ {0}, ∃f ∈ F tale che f(x) ̸= 0).

Lemma 4.7.
Siano f0, · · · , fn ∈ X ′

alg per X un K-spazio vettoriale, allora sono equivalenti

1. f0 =
∑n

i=1 λifi

2. |f0| ≤M maxi∈{1,··· ,n} |fi| per qualche M ≥ 0

3. ker f0 ⊇
⋂n

i=1 ker fi

Dimostrazione.
Diamo le tre implicazioni

1. =⇒ 2. Da 1. segue |f0| ≤
∑n

i=1 |λi| |fi| ≤M max |fi| per M =
∑
|λi|.

2. =⇒ 3. Se x ∈
⋂
ker fi, cioè ⟨fi, x⟩ = 0 per ogni i, allora ⟨f0, x⟩ ≤ M0 = 0, cioè f0(x) = 0 e

abbiamo l’inclusione voluta.

3. =⇒ 1. Sia F : X → Kn data da F = (f1, · · · , fn), allora

kerF =
⋂

ker fi ⊆ ker f0

quindi abbiamo una fattorizzazione

X K

Kn

f0

F
L

dove L(x1, · · · , xn) =
∑
λixi per dei λi (in quanto è una forma lineare). Ma allora

f0 = L ◦ F =
∑
λifi come voluto.

Proposizione 4.8 (Duale per topologia debole).
Dato X K-spazio vettoriale e F sottospazio di X ′

alg allora

(X,σ(X,F))∗ = F

Dimostrazione.
Sia f0 ∈ (X,σ(X,F))∗, allora per la proposizione (2.31) esistono f1, · · · , fn ∈ F e
M ≥ 0 tali che per ogni x ∈ X

|f0(x)| ≤M max
i
|fi(x)| .

Dunque per il lemma (4.7) f0 si scrive come combinazione lineare delle fi e quindi in
particolare f0 ∈ F .

L’altra inclusione è ovvia per definizione di topologia debole.
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Osservazione 4.9.
Se X ha dimensione infinita, σ(X,F) non è mai localmente limitata. In particolare
ogni intorno di 0 contiene uno spazio vettoriale di codimensione finita.

Dimostrazione.
Se U intorno di 0 per σ(X,F) allora esistono f1, · · · , fn ∈ F tali che2

U ⊇
n⋂

i=1

{|fi| < 1} ⊇
n⋂

i=1

ker fi

e l’intersezione di questi nuclei ha codimensione al massimo n.

Proposizione 4.10 (Duale di lineare continua è debole∗-continua).
Se T : E → F è un operatore lineare e continuo allora T ∗ : F ∗ → E∗ è debole∗-
continua.

Dimostrazione.
Considera le opportune composizione e la definizione di topologia debole.

4.1.1 Caso degli spazi normati

Definizione 4.11 (Topologia debole).
Se X è normato, la topologia debole su X è la topologia debole associata a X∗,
cioè σ(X,X∗).

Proposizione 4.12.
La topologia debole è localmente convessa e Hausdorff.

Dimostrazione.
Per Hahn-Banach (3.2), il duale X∗ separa i punti

Definizione 4.13 (Topologia debole∗).
Su X∗ possiamo considerare la topologia debole associata alle valutazioni X ⊆ X∗∗,
cioè scegliendo

F = {valx ∈ (X∗)′ | x ∈ X} .

Questa è la topologia debole∗ su X∗ e la indichiamo σ(X∗, X).

Osservazione 4.14.
La topologia debole∗ rende X∗ uno SVTLC T0 (e quindi Hausdorff), infatti se f ∈
X∗ \ {0} allora esiste x ∈ X tale che f(x) ̸= 0.

Osservazione 4.15.
In generale σ(X∗, X) è meno fine di σ(X∗, X∗∗). Abbiamo uguaglianza solo quando
X = X∗∗ in quanto se X ̸= X∗∗ allora dalla proposizione (4.8) ricaviamo

(X∗, σ(X∗, X))∗ = X ̸= X∗∗ = (X∗, σ(X∗, X∗∗))∗

e quindi in partenza σ(X∗, X∗∗) ̸= σ(X∗, X)

Osservazione 4.16.
Poiché (X, ∥·∥) ↪→ (X∗∗, ∥·∥) isometricamente allora (X,σ(X,X∗)) ha la topologia
indotta come sottospazio da3 (X∗∗, σ(X∗∗, X∗)).

2vedi lemma (4.7)
3nota che X∗ lo si può pensare come immerso in X∗∗∗ = (X∗∗)∗, quindi stiamo considerando la
topologia debole∗ su (X∗)∗
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Dimostrazione.
Questo deriva dalla transitività della topologia iniziale (A.3) dove la prima famiglia è
la mappa X ↪→ X∗∗ e l’unica altra famiglia sono gli elementi di X∗ che vanno verso
K.

4.2 Spazi di Baire e II-categoria

Teorema 4.17 (Baire).
Se {Ak}k∈N è una famiglia numerabile di aperti densi di uno spazio metrico completo
allora

⋂
Ak è denso.

Dimostrazione.
Per induzione si definisce una successione di palle chiuse di X dove B0 è arbitraria e

Bk = B(xk, rk) tali che Bk+1 ⊆ Bk ∩Ak e rk = o(1)

che possiamo fare perché Ak è un aperto denso.
Allora la successione dei centri è una successione di Cauchy, infatti se p, q ≥ n si

ha xp, xq ∈ Bn e quindi d(xp, xq) ≤ 2rn. Dunque xn → x∗ in X per completezza.
Inoltre, poiché xk ∈ Bn definitivamente, x∗ = limxk ∈ Bn per ogni n (dato che
Bn è chiuso). In particolare x∗ ∈ Bn+1 ⊆ An per ogni n e quindi x∗ ∈

⋂
An. Per

costruzione x∗ ∈ B0, quindi per ogni palla B0 abbiamo mostrato che B0 ∩
⋂
An ̸= ∅,

cioè
⋂
An è denso.

Esercizio 4.18.
La stessa conclusione vale se X è localmente compatto al posto di metrico completo.

Definizione 4.19 (Spazio di Baire).
Uno spazio topologico è di Baire se ogni intersezione numerabile di aperti densi è
densa.

Osservazione 4.20.
Ogni aperto non vuoto di X di Baire è ancora di Baire. Basta verificare che ogni
aperto denso di A è della forma A ∩ U con U aperto denso di X.

Definizione 4.21 (Sottoinsieme di I- e II-categoria).
Un sottoinsieme S di X è di I-categoria (di Baire) in X se è unione numerabile
di insiemi (Ei)i∈N con int(Ei) = ∅.

Inoltre S è di II-categoria (di Baire) in X se non è di I-categoria.

Osservazione 4.22.
Se X è di Baire e S ⊆ X è di I-categoria allora X \ S è di II-categoria in quanto
X stesso è di II-categoria (se X =

⋃
Ei con Ei chiusi a parte interna vuota allora

∅ =
⋂
Ec

i con Ec
i aperti densi, ma questo è assurdo perché X di Baire).

4.3 Teorema di Banach-Steinhaus

Definizione 4.23 (Famiglia equicontinua).
Una famiglia Γ di operatori lineari continui fra SVT X e Y è equicontinua se per
ogni U ∈ UY esiste V ∈ UX tale che per ogni T ∈ Γ, T (V ) ⊆ U .
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Osservazione 4.24.
Possiamo riformulare la condizione nei seguenti modi: per ogni U ∈ UY esiste V ∈ UX
tale che

∀T ∈ Γ, V ⊆ T−1(U)⇐⇒ V ⊆
⋂
T∈Γ

T−1(U) ≑ Γ−1(U).

Equivalentemente la condizione predica che per ogni V ∈ UY si abbia Γ−1(V ) ∈ UX .

Osservazione 4.25.
Se T : X → Y fra spazi normati, la norma degli operatori

∥T∥ = ∥T∥∞,B(0,1) = migliore costante di Lipschitz per T.

Esempio 4.26.
Se X e Y sono normati, Γ è equicontinua se e solo se Γ è limitato in L(X,Y ) rispetto
alla norma degli operatori.

Teorema 4.27 (Banach-Steinhaus / Uniforme limitatezza).
Siano X,Y SVT, S ⊆ X di seconda categoria e Γ ⊆ L(X,Y ) con Γ puntualmente
limitata su S ⊆ X, cioè per ogni s ∈ S, Γ(s) =

⋃
T∈Γ T (s) è limitato in Y .

Allora Γ è equicontinua.

Dimostrazione.
Sia U ∈ UY e consideriamo V ∈ UY chiuso tale che V − V ⊆ U . Per ipotesi, per ogni
x ∈ S si ha che Γ(x) è limitato in Y , quindi viene assorbito da V , cioè esiste nx ∈ N
tale che per ogni T ∈ Γ si ha T (x) ∈ nxV , cioè tale che

x ∈
⋂
T∈Γ

nxT
−1(V ) = nx

⋂
T∈Γ

T−1(V ) = nxΓ
−1(V ).

Dunque S ⊆
⋃

n∈N nΓ
−1(V ). Notiamo che poiché V è chiuso, T−1(V ) è chiuso e quindi

anche Γ−1(V ) lo è perché intersezione di chiusi. Poiché S è di seconda categoria anche
l’unione delle versioni riscalate di Γ−1(V ) lo è, dunque questo insieme non è unione
numerabile di chiusi con parte interna vuota, quindi almeno uno tra gli nΓ−1(V ) ha
parte interna non vuota, quindi anche Γ−1(V ) ha parte interna non vuota scalando
per 1

n .
Quindi Γ−1(V ) è intorno di qualche suo punto, dunque4 Γ−1(V ) − Γ−1(V ) è un

intorno di 0.
Ricordando che V − V ⊆ U si ha

T−1(U ⊇ T−1(V − V ) = T−1(V )− T−1(V )) ⊇ Γ−1(V )− Γ−1(V )

quindi passando all’intersezione su T ∈ Γ si ha

Γ−1(U) ⊇ Γ−1(V )− Γ−1(V ) ∈ UX ,

cioè abbiamo mostrato che per ogni U ∈ UY si ha Γ−1(U) ∈ UX , che è equivalente
all’equicontinuità di Γ.

Corollario 4.28 (Sottoinsiemi limitati di operatori).
Se X e Y sono Banach e Γ ⊆ L(X,Y ) è puntualmente limitata in X (o volendo anche
un sottoinseme di X di II-categoria) allora Γ è un insieme limitato in L(X,Y ).

4se a0 ∈ int(A) allora A− a0 ⊆ A−A è un intorno di 0.
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Dimostrazione.
Diretta applicazione di Banach-Stenhaus (4.27) notando che spazi di Banach sono in
particolare SVT e che equicontinuità per la norma su L(X,Y ) significa limitatezza.
**************

Esercizio 4.29.
Siano X,Y SVT. Trovare la topologia meno fine τ di SVT su L(X,Y ) per la quale

Γ puntualmente limitato in L(X,Y )⇐⇒ Γ limitato nella topologia τ .

Corollario 4.30.
Siano X e Y Banach e sia (Tn) ⊆ L(X,Y ) puntualmente convergente. Allora il limite
T è ancora lineare, continuo e con norma

∥T∥ ≤ lim inf
n→∞

∥Tn∥ .

Dimostrazione.
Per il corollario precedente (4.28) si ha che (Tn) sono limitati in ∥·∥ e il limite puntuale
è lineare in quanto

Tn(αx+ βy) = αTn(x) + βTn(y)→ αT (x) + βT (y).

Questo mostra che T è limitato e lineare, quindi T ∈ L(X,Y ).
Inoltre per ogni x ∈ X si ha

∥T (x)∥ = lim
n
∥Tn(x)∥ ≤

(
sup
n
∥Tn∥

)
∥x∥ ,

quindi ∥T∥ ≤ supn ∥Tn∥. Ragionando analogamente per una sottosuccessione di (Tn)
che in norma converge a lim infn ∥Tn∥ ricaviamo

∥T∥ ≤ lim inf
n
∥Tn∥ .

Osservazione 4.31.
In generale NON vale Tn → T in ∥·∥.

Proposizione 4.32 (Bilineare separatamente continua è continua).
Sia b : X × Y → Z bilineare e separatamente continua, cioè per ogni x ∈ X, y ∈ Y si
ha che b(x, ·) : Y → Z e b(·, y) : X → Z sono lineari e continue. Allora b è continua,
cioè

sup
∥x∥≤1,∥y∥≤1

∥b(x, y)∥ <∞.

Dimostrazione.
Consideriamo la famiglia

Γ = {b(x, ·) : Y → Z}x∈X, ∥x∥≤1 ⊆ L(Y,Z).

Per ipotesi Γ è puntualmente limitata in Y , infatti per ogni y ∈ Y

sup
b(x,·)∈Γ

∥b(x, ·)∥L(Y,Z) = sup
∥x∥≤1

∥b(x, y)∥Z = ∥b(·, y)∥L(X,Z) ∥y∥ <∞

Allora Γ è limitata in ∥·∥L(Y,Z), cioè per ogni x ∈ X tale che ∥x∥ ≤ 1 si ha

∥b(x, y)∥Z ≤M ∥y∥

e quindi al variare di y con ∥y∥ ≤ 1 troviamo ∥b∥L(X×Y,Z) ≤M .
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Esercizio 4.33.
Esiste una isometria lineare

L(X,L(Y,Z)) −→ L2(X × Y, Z)
T 7−→ (x, y) 7→ T (x)(y)

dove L2(X × Y,Z) sono le bilineari.

Proposizione 4.34 (w∗-limitato vs limitato in ∥·∥X∗).
Sia Y = K e X Banach. Sia Γ ⊆ X∗, allora Γ è w∗-limitato se e solo se è limitato
in ∥·∥X∗ .

Dimostrazione.
Essere limitato nella topologia debole∗ significa “essere assorbito da ogni intorno w∗

di X∗” cioè, usando intorni di prebase, essere assorbiti da insiemi della forma

{f ∈ X∗ | |f(x)| < 1}

per x ∈ X. Notiamo che Γ viene assorbito da {f ∈ X∗ | |f(x)| < 1} significa Γ(x)
limitato in K. Per il corollario (4.28) si ha che Γ è limitato in L(X,K) = X∗.

L’altra implicazione è ovvia perché la norma operatore già rende continui gli ope-
ratori e indebolire la topologia non può trasformare un insieme limitato in uno non
limitato.

Osservazione 4.35.
Se E ⊆ F è un sottospazio allora Γ ⊆ E è limitato in F se e solo se è limitato in E
per la topologia indotta.

Proposizione 4.36.
Sia Γ ⊆ X, allora Γ è w-limitato se e solo se è ∥·∥-limitato.

Dimostrazione.
Se Γ è σ(X,X∗)-limitato allora tramite l’immersione isometrica X → X∗∗ trovia-
mo un insieme σ(X∗∗, X∗)-limitato. A questo punto basta applicare la proposizione
precedente (4.34).
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Capitolo 5

Lemma di iterazione e
Iniettività / Surgettività di
mappe lineari

5.1 Lemma di iterazione

Lemma 5.1 (di iterazione).
Siano X e Y spazi di Banach, B palla unitaria chiusa di X, T ∈ L(X,Y ), U limitato,
U ⊆ Y tali che se 0 < t < 1 allora

U ⊆ TB + tU.

Allora si ha (1− t)U ⊆ TB.

Dimostrazione.
Sia u0 ∈ U , allora esistono x0 ∈ B e u1 ∈ U tali che

u0 = T (x0) + tu1

Iterando troviamo u2 ∈ U e x1 ∈ B tali che u1 = T (x1) + tu2 e cos̀ı via. Questo
definisce quindi due successioni (un) ⊆ U e (xn) ⊆ B. Notiamo che per ogni n ∈ N

u0 = tn+1yn+1 +

n∑
i=0

tiT (xi) = T

(
n∑

i=0

tixi

)
+ tn+1yn+1.

Poiché X è completo, la serie
∑∞

i=0 t
ixi converge ad un punto x∗ ∈ 1

1−tB in quanto∑∞
i=0 t

i = 1
1−t .

Poiché U è limitato esiste M > 0 tale che U ⊆ B(0,M), quindi
∥∥tn+1yn+1

∥∥ ≤
tn+1M e questa successione converge a 0 quindi tn+1yn+1 converge a 0. Segue che

y0 = lim
n→∞

T

(
n∑

i=0

tixi

)
+ tn+1yn+1︸ ︷︷ ︸

=o(1)

T continua
= T

(
lim

n→∞

n∑
i=0

tixi

)
= T (x∗)

quindi y0 ∈ 1
1−tTB, cioè

U ⊆ 1

1− t
TB ⇐⇒ (1− t)U ⊆ TB.
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Osservazione 5.2.
Se U è un intorno di 0 limitato in Y , o anche U assorbente, allora T è surgettivo.

Teorema 5.3 (Lemma di Urysohn).
Se X è normale e F0,F1 sono chiusi disgiunti di X allora esiste f tale che F0 =
{f = 0} e F1 = {f = 1}.

Teorema 5.4 (Teorema di estensione di Tietze).
Se X è T4, Y ⊆ X chiuso, f ∈ C0(Y,R), allora f si estende ad una continua su X.

Dimostrazione.
Basta il caso di f limitata tanto la continuità è una condizione che è invariante
componendo per un omeomorfismo e R ∼= (0, 1).

La tesi è che l’operatore di restrizione (il quale è lineare e continuo)

R : C0
b (X)→ C0

b (Y )

è surgettivo. Basta applicare il lemma (5.1) come segue:

3BCb(Y ) ⊆ R
(
BCb(X)

)
+ 2BCb(Y )

e chiamiamo U = 3BCb(Y ), T = (2/3)·. Sia f ∈ 3BCb(Y ). Per il lemma di Urysohn
esiste g : X → [−1, 1] continua tale che g = −1 su {x ∈ Y | −3 ≤ f ≤ −1} e g = 1 su
{x ∈ Y | 3 ≥ f ≥ 1} (i due insiemi sono chiusi perché Y è chiuso e f è continua).

f = g|Y + (f − g|Y )

ma notiamo allora che g ∈ BCb(X) e quindi g|Y ∈ R(BCb(X)), mentre f − g|Y ∈
2BCb(Y ), infatti su {x ∈ Y | −3 ≤ f ≤ −1} abbiamo g = −1 e quindi ∥f − g∥∞,Y ≤ 2,
su {x ∈ Y | 3 ≥ f ≥ 1} abbiamo g = 1 e quindi di nuovo ∥f − g∥∞,Y ≤ 2, e infine
sui punti rimanenti, siccome f ∈ 3BCb(Y ), si ha ∥f∥ ≤ 1 e stesso per g, quindi∥∥∥f − g|Y ∥∥∥∞,Y

≤ 2 di nuovo.

Questo verifica le ipotesi del lemma di iterazione (5.1), quindi

(1− 2/3)BCb(Y ) ⊆ R(BCb(X)).

Teorema 5.5 (Dugundji).
Sia (M,d) spazio metrico, A ⊆ M chiuso, E banach e f : A → E continua (basta
limitata) allora esiste una estensione di f continua a tutto M con la stessa norma.

Osservazione 5.6.
In realtà l’estensione di f a M si può dare come un operatore di estensione

E : Cb(A,E)→ Cb(M,E).

Questo operatore è inverso destro dell’operatore di restrizione R : Cb(M,E) →
Cb(A,E) che abbiamo usato nel teorema di Tietze (5.4).

Teorema 5.7 (Sollevamento per operatori lineari / Bartles-Groves).
Sia L : E → F lineare continuo surgettivo con E,F banach. M spazio metrico e
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f : M → F continua, allora f si può sollevare a E, cioè esiste f̃ : M → E continua
tale che f = L ◦ f̃ .

E

M F

L
f̃

f

In altre parole, è surgettivo l’operatore (lineare e continuo)

L∗ :
Cb(M,E) −→ Cb(M,F )

g 7−→ L ◦ g .

Dimostrazione.
Applichiamo il lemma di surgettività lineare come segue: sia f ∈ Cb(M,E) e consi-
deriamo un sollevamento approssimato g costruito con partizioni dell’unità a partire
da sollevamenti approssimati locali che sono costanti.

Osservazione 5.8.
Se M = F e f = idF allora questo restituisce una inversa destra continua (ma
possibilmente non lineare) σ di L. Quindi ogni operatore lineare surgettivo ammette
una inversa destra continua. Inoltre se L non ammette inversa destra lineare allora σ
non è neanche differenziabile in alcun punto (se fosse differenziabile L ◦ σ = id =⇒
L ◦ Dσ = id)

Proposizione 5.9.
Se X,Y banach, l’insieme degli operatori surgettivi SU = {L ∈ L(X,Y, L surg)} è
aperto in L(X,Y ).

Dimostrazione.
Se T ∈ SU(X,Y ) allora esso induce

X Y

X/ kerT

T

T̃

Sia k = (
∥∥∥T̃−1

∥∥∥)−1 ∈ R, allora per ogni H ∈ L(X,Y ) con ∥H∥ < k abbiamo T +H ∈

SU(X,Y ): per definizione di k vale T̃−1(BY ) ⊆ 1
kBX perché 1

k =
∥∥∥T̃−1

∥∥∥ e quindi

kBY ⊆ TBX = T̃ (πBX) = T̃ (BX/ kerT )

Dunque

kBY ⊆ TBX ⊆ (T +H)BX +HBX ⊆ (T +H)BX +
∥H∥
k

(kBY )

quindi T +H verifica le ipotesi del lemma di iterazione (5.1) con t = ∥H∥
k < 1.

5.1.1 Teorema della mappa aperta

Teorema 5.10 (Mappa aperta).
Siano X,Y Banach e T : X → Y lineare continuo e tale che T (X) è di II-categoria
in Y (per esempio T surgettivo). Allora T è una mappa aperta.
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Dimostrazione.
Sia B la palla unitaria chiusa di X. Basta mostrare che T (B) è un intorno di 0 in Y
(per omotetia e traslazione seguirà che T manda intorni di x in intorni di T (x), cioè
è aperta). Notiamo che

X =
⋃
n

nB =⇒ T (X) =
⋃
n

nT (B)

Per ipotesi T (X) è di II-categoria in Y , quindi per qualche n si ha che nT (B) ha
parte interna non vuota e quindi T (B) stesso ha parte interna non vuota. Poiché1

T (B)− T (B) ⊆ T (B −B) = T (2B) = 2T (B)

si ha che T (B) è un intorno di 0 ∈ Y .
Mostriamo ora che T (B) stesso è un intorno di 0. Poiché la chiusura è l’intersezione

degli aperti che contengono T (B) si ha in particolare che

T (B) = T (B) +
1

2
T (B).

Siccome T è continua, T (B) è limitato e quindi T (B) è limitato, quindi per il lemma
di iterazione (5.1) di ha(

1− 1

2

)
T (B) ⊆ T (B)⇐⇒ T (B) ⊆ 2T (B),

in particolare T (B) è un intorno di 0 per omotetia.

Osservazione 5.11 (Lineare continuo allora omeo se e solo se bigettivo).
Un operatore lineare continuo è un omeomorfismo se e solo se è bigettivo. Questo è
immediato da mappa aperta (5.10).

Osservazione 5.12.
Se T : X → Y lineare continuo allora induce

X Y

X/ kerT

T

π
T̃

con T̃ lineare continua iniettiva. Se T è surgettiva allora per il teorema della mappa
aperta (5.10) T̃ è un omeomorfismo lineare.

Osservazione 5.13.
Se T : X → Y è lineare e continua allora

aperta ⇐⇒ surgettiva ⇐⇒ identificazione.

1ricorda che in generale se f è continua allora f(A) ⊆ f(A).

In questo caso la mappa è (x, y) 7→ x− y e usiamo il fatto che T è lineare e

T (B)× T (B) = T (B)× T (B).
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Teorema 5.14 (Grafico chiuso).
Siano X,Y Banach, T : X → Y lineare. Allora T è continua se e solo se

Γ = {(x, T (x)) ∈ X × Y | x ∈ X}

è chiuso.

Dimostrazione.
Data una qualsiasi mappa continua f : X → Y con Y Hausdorff si ha che Γ è la
preimmagine della diagonale di Y × Y rispetto alla mappa idY × f . Poiché Y è un
Banach (e quindi metrico e quindi T2) effettivamente abbiamo la prima implicazione.

Supponiamo ora che Γ sia chiuso. Poiché X × Y è prodotto di Banach esso stesso
è banach e quindi Γ è banach perché chiuso di un Banach. Osserviamo ora che

T (x) = PY ((x, T (x))) = PY ((PX |Γ)
−1(x)) =⇒ T = PY ◦ (PX |Γ)

−1.

Poiché PX |Γ è bigettiva, continua e lineare, per il teorema della mappa aperta (5.10)

essa è un omeomorfismo, quindi T è continuo in quanto composizione di PY e PX |−1

Γ
continue.

Esercizio 5.15.
Sia T : X → Y lineare fra Banach. Controntare la continuità di T con le topologie
forti e deboli di X e Y

(X,w)→ (Y,w)

(X,w)→ (Y, s)

(X, s)→ (Y,w)

(X, s)→ (Y, s)

Dimostrazione.
Hint: usare grafico chiuso (5.14) ricordando che sottospazi vettoriali di Banach sono
chiusi forti se e solo se sono chiusi deboli e osservando chi è la topologia debole di
X × Y (topologia prodotto)

Tre di queste nozioni sono equivalenti e una no. Quella diversa è più forte? Più
debole?

Norme confrontabili

Proposizione 5.16 (Norme confrontabili su Banach sono equivalenti).
Due norme su Banach confrontabili sullo stesso K-spazio vettoriale sono equivalenti.

Dimostrazione.
Se le norme sono confrontabili, idX è continua se sul dominio consideriamo la topologia
più fine. Chiaramente idX è lineare, quindi per il teorema della mappa aperta (5.10) si
ha che idX è aperta. Poiché idX è bigettiva questo mostra che idX è un omeomorfismo.

Esercizio 5.17.
Su uno spazio normato X di dimensione infinita esistono sempre forme lineari non
continue.

Osservazione 5.18.
Esistono L : X → X lineari bigettive non continue
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Dimostrazione.
Fisso f forma discontinua e fisso u ∈ X, definiamo

L(x) = x+ f(x)u

e notiamo che

L2(x) =L(x+ f(x)u) = L(x) + f(x)L(u) =

=x+ f(x)u+ f(x)(u+ f(u)u) =

=x+ (2f(x) + f(x)f(u))u.

Se u è tale che f(u) = −2 allora L2 = idX , cioè L involuzione. In particolare L è
bigettiva ma continua se e solo se f lo è, e non lo è quindi L non continua su (X, ∥·∥1)
Banach.

Poniamo ∥x∥2 = ∥L(x)∥2. Notiamo che ∥·∥2 rende X Banach in quanto L :
(X, ∥·∥1)→ (X, ∥·∥2) è una isometria. Notiamo dunque che ∥·∥1 e ∥·∥2 sono norme che
rendono X banach e che non sono equivalenti (L è discontinua per ∥·∥1 ma continua
per ∥·∥2).

Esercizio 5.19.
Siano ∥·∥1, ∥·∥2 norme sullo stesso X e sia ∥·∥3 = ∥·∥1 + ∥·∥2. Allora

1. Una successione (xn) converge a x ∈ X in ∥·∥3 se e solo se converge a x in ∥·∥1
e ∥·∥2.

2. (xn) è di Cauchy in X se e solo se è di Cauchy sia per ∥·∥1 che per ∥·∥2.

Esercizio 5.20.
TROVA L’IMBROGLIO:
“Proposizione.” Tutte le norme di Banach sullo stesso X sono equivalenti.

“Dimostrazione”.
Siano ∥·∥1 e ∥·∥2 di Banach. Notiamo che ∥·∥3 è più fine della altre due e che (xn)
è di Cauchy per ∥·∥3 se e solo se lo è per le altre due, quindi per il punto 1. della
proposizione precedente la successione converge in ∥·∥3. Segue dunque che, poiché ∥·∥3
è più fine allora è confrontabile con le altre due, quindi le tre norme sono equivalenti.

5.2 Iniettività e surgettività di mappe lineari

Cerchiamo di capire che relazione c’è tra iniettività e surgettività delle mappe T e T ∗

per T : X → Y lineare continua.

5.2.1 Forte iniettività

Definizione 5.21 (Forte iniettività).
Una mappa T : X → Y lineare continua è fortemente iniettiva se esiste c > 0 tale
che

∀x ∈ X ∥T (x)∥ ≥ c ∥x∥ .

Proposizione 5.22.
Se X e Y sono banach e T : X → Y lineare continua, T è fortemente iniettiva se e
solo se T è iniettiva e ImmT è chiuso.
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Dimostrazione.
Diamo le implicazioni

=⇒ Iniettiva ok. Sia T ′ : X → ImmT ⊆ Y la stessa mappa di T ma con codominio
ristretto. Notiamo che T ′ è invertibile perché iniettiva e surgettiva per costruzione
e che ha inversa continua per la disuguaglianza in ipotesi, quindi Imm(T ) è Banach
perché X è Banach e quindi ImmT è chiuso in Y .

⇐= Se T è iniettiva con immagine chiusa allora T ′ : X → ImmT è invertibile. Inoltre,
poiché ImmT è Banach perché chiuso di Y , si ha che per mappa aperta (5.10) vale
(T ′)−1 continua, cioè T fortemente iniettiva.

Proposizione 5.23 (Retrazioni e sezioni per lineari continue).
Sia T ∈ L(X,Y ) con X,Y Banach. Allora T è una2

• inversa destra ⇐⇒ iniettiva e ImmT è complementato3

• inversa sinistra ⇐⇒ surgettivo e kerT è complementato.

Dimostrazione.
Se T : X → Y e S : Y → X sono una coppia tale che S ◦ T = idX allora T ◦ S = P è
un proiettore lineare continuo, infatti

P 2 = (T ◦ S) ◦ (T ◦ S) = T ◦ idX ◦ S = T ◦ S.

Quindi Y = kerP ⊕ ImmP e kerP = kerS, ImmP = ImmT , ovvero

Y = kerS ⊕ ImmT

come volevamo.

Viceversa, se T è iniettivo e ImmT è complementata (rispettivamente S è sur-
gettivo e kerS complementato) allora considero un proiettore PImmT (ok per la de-
composizione in somma diretta) e definisco S = (T ′)−1 ◦PImmT che è inversa sinistra
di T (rispettivamente definisco un proiettore Q su kerS con idY − Q proiettore sul
supplementare V fissato di kerS, a questo punto considero S|−1

V
, che diventa inversa

destra).

Teorema 5.24 (Surgettività e aggiunti).
Sia T ∈ L(X,Y ) con X,Y banach e tale che T ∗ fortemente iniettivo (iniettivo più
immagine chiusa). Allora T è surgettivo.

Dimostrazione.
Supponiamo per assurdo che T non sia surgettiva, allora esiste y ∈ Y che non appar-
tiene all’immagine. Segue che ⟨y⟩⊕ImmT è un sottospazio di Y e su questo possiamo
costruire un funzionale che assume un valore positivo su y e che si annulla su tutto
ImmT . Per il teorema di Hahn-Banach (3.4) questo si estende a g definito su tutto
Y . Per definizione di forte iniettività, esiste c > 0 tale che ∥T ∗f∥ ≥ c ∥f∥ per ogni
f ∈ Y ∗. In particolare valutando in g troviamo

0 = ∥g ◦ T∥ = ∥T ∗g∥ ≥ c ∥g∥ > 0

che è assurdo (∥g∥ > 0 perché g(y) ̸= 0).

Osservazione 5.25.
In realtà vale anche T ∗ surgettivo se e solo se T fortemente iniettivo.
2cioè esiste S : Y → X tale che T è l’inversa destra / sinistra di S.
3cioè esiste V ⊆ Y tale che Y = ImmT ⊕ V .
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5.2.2 Polare, prepolare, annullatore, preannullatore

Definizione 5.26 (Assolutamente convesso).
Un insieme bilanciato e convesso si dice assolutamente convesso. Per un insieme
S ha senso l’inviluppo assolutamente convesso

assco(S) =
⋂

C ass.conv.
C⊇S

C =

{
n∑

i=1

λiai | a1, · · · , an ∈ S, λi ∈ K,
n∑

i=1

|λi| ≤ 1

}
=

=BK(0, 1) co(S)

Definizione 5.27 (Polare e prepolare).
Sia X SVT, A ⊆ X, B ⊆ X∗. Definiamo la polare di A come

A0 = {x∗ ∈ X∗ | |⟨x∗, x⟩| ≤ 1, ∀x ∈ A} =
⋂
x∈A

{x}0

Definiamo x0 = {x∗ ∈ X∗ | |⟨x∗, x⟩| ≤ 1} ⊇ ker(ιX(x)).
Definiamo il prepolare di B come

B0 = {x ∈ X | |⟨x∗, x⟩| ≤ 1,∀x∗ ∈ B} =
⋂

x∗∈B

{x∗}0

Osservazione 5.28.
La polare di un qualche insieme è assolutamente convessa e w∗-chiusa. La prepolare
è assolutamente convessa e chiusa in X (anche forte).

Definizione 5.29 (Annullatore e preannullatore).
Sia X SVT, A ⊆ X e B ⊆ X∗. Definiamo l’annullatore di A come

A⊥ = {x∗ ∈ X∗ | ⟨x∗, x⟩ = 0, ∀x ∈ A} =
⋂
x∈A

Ann(x) =
⋂
x∈A

{x}⊥

e il preannullatore di B come

B⊥ = {x ∈ X | ∀ ⟨x∗, x⟩ = 0, ∀x∗ ∈ B} =
⋂

x∗∈B

kerx∗ =
⋂

x∗∈B

(x∗)⊥.

Osservazione 5.30.
Se A e B sono sottospazi vettoriali o coni in generale allora

A0 = A⊥, B0 = B⊥.

Da ora in poi supponiamo (X, ∥·∥) normato e sia iX : X ↪→ X∗∗.

Proposizione 5.31 (Polare e prepolare in normato).
Della definizione si ha

• A0 = (iX(A))0

• B0 = i−1
X (B0) = B0 ∩X

Dimostrazione.
Segue dal fatto che ⟨x∗, x⟩ = ⟨iX(x), x∗⟩. Per esempio

A0 = {x∗ ∈ X∗ | |⟨x∗, x⟩| ≤ 1,∀x ∈ A} =
= {x∗ ∈ X∗ | |⟨iX(x), x∗⟩| ≤ 1,∀x ∈ A} =
= {x∗ ∈ X∗ | |⟨y, x∗⟩| ≤ 1,∀y ∈ iX(A) ⊆ X∗∗} = (iX(A))0.
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Osservazione 5.32.
Per le palle unitarie chiuse vale

(BX)0 = BX∗ , (BX∗)0 = BX

dove per la seconda uguaglianza usiamo Hahn-Banach per dire (BX∗)0 ∩X = BX .

Proposizione 5.33.
Siano A ⊆ X e B ⊆ X∗, allora

(A0)0 = assco(A), (B0)
0 = assco(B)

w∗

.

Dimostrazione.
Dalla definizione è chiaro che A ⊆ (A0)0 e B ⊆ (B0)

0. Poiché (A0)0 è assolutamente
convesso e chiuso vale

(A0)
0 ⊇ assco(A)

e per lo stesso motivo (B0)
0 ⊇ assco(B)

w∗

.
Sia a /∈ assco(A). Per Hahn-Banach (3.26) esiste4 f0 ∈ X∗

R tale che ⟨f0, a⟩ > γ ≥
⟨f0, x⟩ per ogni x ∈ assco(A). A meno di riscalare f0 supponiamo γ = 1. Allora
|⟨f0, x⟩| ≤ 1 per ogni x ∈ assco(A).

Se K = R poniamo f = f0, se K = C allora poniamo ⟨f, x⟩ = ⟨f0, x⟩ − i ⟨f0, ix⟩ e
notiamo che

sup
x∈assco(A)

|⟨f, x⟩| = sup
x∈assco(A)

|⟨f0, x⟩|

Dunque f ∈ A0, ma |⟨f, a⟩| ≥ ⟨f0, a⟩ > 1, quindi a /∈ (A0)0. Questo mostra
l’inclusione (A0)0 ⊆ assco(A).

Osservazione 5.34.

(A⊥)⊥ = Span(A) e (B⊥)
⊥ = Span(B)

w∗

, infatti polare e prepolare coincidono con
annullatore e preannullatore per coni e chiaramente

(A⊥)⊥ = (Span(A)⊥)⊥, (B⊥)
⊥ = (Span(B)⊥)

⊥.

Osservazione 5.35.
Se5 A ⊆ X allora A è denso se e solo se A⊥ = (0) e B ⊆ X∗ è w∗-denso se e solo se
B⊥ = (0).

Proposizione 5.36 (Relazione tra nucleo e immagine tra T e T ∗).
Se T ∈ L(X,Y ) allora

• kerT = (ImmT ∗)⊥

• kerT ∗ = (ImmT )⊥

• (kerT )⊥ = ImmT ∗w
∗

• (kerT ∗)⊥ = ImmT .

4XR è X visto come R-spazio vettoriale.
5stiamo usando il fatto che la chiusura di SpanR Y è uguale alla chiusura di SpanQ Y per topologie
meno fini della forte.
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Dimostrazione.
Abbiamo una catena di equivalenze

x ∈ kerT

Tx = 0

⟨y∗, Tx⟩ = 0 ∀y∗ ∈ Y ∗

⟨T ∗y∗, x⟩ = 0 ∀y∗ ∈ Y ∗

x ∈ (ImmT ∗)⊥.

dove la seconda equivalenza è data da Hahn-Banach (3.4). Segue che (kerT )⊥ =

((ImmT ∗)⊥)
⊥ = ImmT ∗w

∗

.
L’altro caso si fa allo stesso modo.

Corollario 5.37 (Iniettività e aggiunti).
Sia T ∈ L(X,Y ), allora

T iniettivo ⇐⇒ ImmT ∗ è w∗-denso in X∗

T ∗ iniettivo ⇐⇒ ImmT è denso in Y

Dimostrazione.
Segue da (5.36), dove però per dire che (kerT )⊥ = X∗ =⇒ kerT = (0) stiamo
usando Hahn-Banach (3.4) (se kerT contiene un vettore non nullo allora possiamo
costruire un elemento di X∗ che non si annulla su quel vettore, e quindi che non si
annulla su kerT ).

Esercizio 5.38.
Scrivere un criterio per “essere inverso sinistro lineare” per T ∈ L(X,Y ) deducendolo
dal lemma di iterazione.

Teorema 5.39 (Goldstine).
Sia (X, ∥·∥) normato e BX = BX(0, 1), allora

iX(BX)
σ(X∗∗,X∗)

= BX∗∗

e quindi X
w∗

= X∗∗.

Dimostrazione.
Calcoliamo (la topologia debole∗ su X∗∗ è σ(X∗∗, X∗)):

iX(BX)
σ(X∗∗,X∗)

= (iX(BX)0)
0 (5.31)

= (B0
X)0 = (BX∗)0 = BX∗∗

5.2.3 Caso dei Banach

Proposizione 5.40 (Duale di sottospazi e di un quoziente).
Dato Y sottospazio chiuso di X Banach abbiamo le seguenti isometrie lineari:

1. Y ∗ ∼= X∗/Y ⊥

2. (X/Y )∗ ∼= Y ⊥ ⊆ X∗
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Dimostrazione.
Data l’inclusione jY : Y → X otteniamo j∗Y : X∗ → Y ∗. Il nucleo di j∗Y sono i
funzionali in X∗ che si restringono al funzionale nullo su Y ∗, cioè gli f ∈ X∗ tali che

j∗Y (f) = f ◦ jY = f |Y = 0

e quindi ker j∗Y = Y ⊥. Per il teorema di Hahn-Banach (3.2), j∗Y è surgettiva in quanto
ogni funzionale su Y si estende ad uno su X perché X Banach e Y chiuso. Per il
teorema di isomorfismo esiste un’unica mappa ϕ che fa commutare

X∗ Y ∗

X∗/Y ⊥

j∗Y

π
ϕ

Per questioni di algebra ϕ è lineare e poiché j∗Y è continua e π induce la topologia
quoziente, ϕ è continua. Verifichiamo che è una isometria.

BX∗/Y ⊥(0, 1) = π(BX∗(0, 1))

ϕ(BX∗/Y ⊥(0, 1)) = ϕ(π(BX∗(0, 1))) = j∗Y (BX∗(0, 1))
(3.2)
= BY ∗(0, 1).

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che l’estensione data da Hahn-
Banach mantiene la norma.

Data la proiezione π : X → X/Y otteniamo π∗ : (X/Y )∗ → X∗. Sia φ ∈ (X/Y )∗ e
f = π∗(φ) = φ ◦ π. Si ha che

φ(BX/Y ) = φ(π(BX)) = f(BX),

quindi ∥φ∥(X/Y )∗ = ∥f∥X∗ , cioè π∗ è una immersione isometrica.

Sia f ∈ X∗, si ha che f ∈ Y ⊥ se e solo se Y ⊆ ker f che succede se e solo
se f si fattorizza tramite π per proprietà universale. Quindi f ∈ Y ⊥ se e solo se
f = φ ◦ π = π∗(φ) per qualche φ : X/Y → R, cioè se e solo se f ∈ π∗((X/Y )∗).
Quindi Immπ∗ = Y ⊥.

Restringendo il codominio all’immagine troviamo quanto voluto.

Proposizione 5.41 (Banach riflessivi).
Sia X banach6, allora X è riflessivo se e solo se X∗ è riflessivo.

Dimostrazione.
Ricordiamo che

X∗∗∗

X∗ X∗

(iX)∗iX∗

idX∗

Se X è riflessivo, cioè iX è isomorfismo, allora (iX)∗ è un isomorfismo per funtorialità.
Dal diagramma allora segue che iX∗ è un isomorfismo, infatti

(iX)∗ ◦ iX∗ = idX∗ =⇒ iX∗ = ((iX)∗)−1 ◦ (iX)∗ ◦ iX∗ = ((iX)∗)−1.

Quindi iX∗ è un isomorfismo, cioè X∗ è riflessivo.

6banach serve perché X∗ è isometrico a X̂∗ dove X̂ è il completamento di X.
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Viceversa, se iX∗ è un isomorfismo allora (iX)∗ è un isomorfismo per motivi analo-
ghi a prima, quindi iX ha immagine densa (iniettività di (iX)∗ e (5.36)), ma l’imma-
gine di iX è sempre chiusa, quindi X è riflessivo (iniettività di iX vale sempre perché
immersione isometrica).

Osservazione 5.42.
Se X non è riflessivo allora nessun duale successivo può essere riflessivo.

Teorema 5.43 (Immagine chiusa).
Siano X,Y banach, T ∈ L(X,Y ), allora sono equivalenti

1. ImmT è ∥·∥-chiuso

2. ImmT è w-chiuso

3. ImmT ∗ = (kerT ∗)⊥

4. ImmT ∗ è ∥·∥-chiuso

5. ImmT ∗ è w∗-chiuso

6. ImmT ∗ = (kerT )⊥

Dimostrazione.
1. e 2. sono sempre equivalenti per sottospazi vettoriali.

ImmT
(5.36)
= ((kerT ∗)⊥)

quindi 2. è equivalente a 3. Similmente 5. e 6. sono equivalenti per ImmT ∗w
∗

=
(kerT )⊥. Poiché la topologia debole∗ è meno fine della topologia forte, 5. implica 4.

Resta da mostrare solo 4. =⇒ 1. e 1. =⇒ 6.

4. =⇒ 1. Supponiamo ImmT ∗ chiuso forte. Siano Z = ImmT e S : X → Z la mappa ottenuta
da T restringendo il codominio, che possiamo fare perché ImmT ⊆ Z.
Per costruzione ImmS è densa in Z e la tesi è S surgettiva. Dualizzando la successione

Z

X Y

S

T

troviamo
Z∗

Y ∗ X∗

S∗

T∗

dove la mappa Y ∗ → Z∗ è la restrizione del dominio, che è surgettiva per il teorema
di Hahn-Banach (3.4), dunque S∗(Z) = T ∗(Y ). Notiamo che T ∗(Y ) è chiuso in
norma, quindi anche S∗(Z) lo è. Poiché ImmS è densa, S∗ è iniettiva, quindi per la
caratterizzazione (5.24) S∗ è fortemente iniettivo e perciò S è surgettivo.

1. =⇒ 6. È sempre vero che ImmT ∗ ⊆ (kerT )⊥ in quanto (kerT )⊥ è la chiusura di ImmT per
la topologia debole∗ (5.36).
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Sia x∗ ∈ (kerT )⊥, cioè kerT ⊆ kerx∗. Consideriamo la mappa lineare (a priori non
continua)

ξ :
ImmT −→ K
T (x) 7−→ x∗(x)

che è ben definita perché se T (x) = T (x′) allora x−x′ ∈ kerT ⊆ kerx∗. Notiamo che
x∗ = ξ ◦ T .
Poiché ImmT è chiuso (stiamo assumendo 1.) esso è banach, quindi si ha che T è aper-
ta come mappa X → ImmT per il teorema della mappa aperta (5.10), quindi induce
la topologia quoziente, il che significa che ξ era un funzionale lineare CONTINUO.

Per il teorema di Hahn-Banach (3.4) ξ si estende a y∗ ∈ Y ∗ e poiché x∗ = ξ ◦ T si ha
x∗ = y∗ ◦ T = T ∗(y∗), cioè x∗ ∈ ImmT ∗.

Abbiamo dunque

T surg.⇐⇒

{
ImmT chiusa

ImmT densa
⇐⇒

{
ImmT ∗ chiusa

T ∗ iniettiva
⇐⇒ T ∗ fortemente iniettiva

Esercizio 5.44.
Per X,Y banach, i seguenti sottoinsiemi di L(X,Y ) sono aperti

• Surgettive

• Inverse sinistre

• Inverse destre

• Fortemente iniettive

• Invertibili

Per T che appartiene ad uno di questi trovare r > 0 tale che B(T, r) sia contenuto
nell’aperto.

Solution.
Esempio, per T invertibile posso prendere B(T, 1/

∥∥T−1
∥∥). □

Proposizione 5.45 (Duale è endofuntore su Banach).
La corrispondenza

Banop −→ Ban
X 7−→ X∗

T : X → Y 7−→ T ∗ : Y ∗ → X∗

è un endofuntore controvariante esatto7.

Dimostrazione.
Se kerα = (0) e Immα = kerβ è chiusa (cioè α è fortemente iniettiva) allora α∗ ha
immagine chiusa e Immα∗ = (kerα)⊥ = X∗, quindi α∗ è surgettiva.

Se Immα = kerβ allora

kerα∗ = (Immα)⊥ = (kerβ)⊥ = Immβ∗ Imm β chiusa
= Immβ∗

Infine β surgettiva implica β∗ iniettiva (5.37).

7Ricordiamo che un funtore è esatto se per ogni successione esatta corta 0→ X
α→ Y

β→ Z → 0 (cioè

α iniettiva, β surgettiva e Immα = kerβ) allora 0← X∗ α∗
← Y ∗ β∗

← Z∗ ← 0 è ancora esatta.
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Corollario 5.46.
Il funtore biduale

Ban −→ Ban
X 7−→ X∗∗

T : X → Y 7−→ T ∗∗ : X∗∗ → Y ∗∗

è un funtore covariante esatto. L’inclusione iX : X → X∗∗ induce una trasformazione
naturale tra il funtore idBan e ·∗∗.

Dimostrazione.

x valx

X X∗∗

Y Y ∗∗ T ∗∗(valx)

T (x) valT (x)

∈ ∈

iX

T T∗∗

iY

∈

∈ ∈ =

dove T ∗∗(valx)(f) per f : Y → K lineare continua è data da

(T ∗∗(valx)(f)) = ((valx ◦ T ∗)(f)) = (T ∗(f))(x) = f(T (x)) = valT (x)(f).

Osservazione 5.47.
Se j : Y → X è inclusione di sottospazio chiuso (in generale per j fortemente iniettiva)
allora j∗∗ è fortemente iniettiva, infatti il biduale è un funtore esatto e

Imm j∗∗ = (ker j∗)⊥ = (Y ⊥)⊥ = ((iX(Y ))⊥)
⊥ = iX(Y )

σ(X∗∗,X∗)

cioè Y ∗∗ è la chiusura w∗ di Y visto in X∗∗.

Osservazione 5.48.
Se Y ⊆ X chiuso e X è riflessivo allora anche Y è riflessivo. Infatti se iX è surgettivo
allora (X,σ(X,X∗)) ∼= (X∗∗, σ(X∗∗, X∗)), quindi iX(Y ) deve essere w∗-chiusa in
X∗∗ (perché era w-chiuso in X). Perciò iX(Y ) = Imm j∗∗ e quindi iY : Y → Y ∗∗ è
surgettiva.

Y X

Y ∗∗ X∗∗

j

iY iX

j∗∗

Proposizione 5.49 (Criterio riflessivo con sottospazio chiuso).
Se Y ⊆ X è chiuso. X è riflessivo se e solo se Y e X/Y sono riflessivi.

Dimostrazione.
Consideriamo il diagramma

0 Y X X/Y 0

0 Y ∗∗ X∗∗ (X/Y )∗∗ 0

j

iY iX iX/Y

j∗∗
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Se X è riflessivo abbiamo già detto che anche Y lo è. Se Y e X/Y sono riflessivi, due
frecce verticali su tre sono isomorfismi, quindi anche la terza lo è per il lemma dei 5.

Per un motivo analogo se X è riflessivo allora anche Y lo è e quindi di nuovo per
il lemma dei 5 anche X/Y riflessivo.
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Capitolo 6

Separabilità e Spazi
uniformemente convessi

6.1 Separabilità vs Metrizzabilità

[RISCRIVERE POI PERCHÉ NON SI CAPISCE NIENTE]

Lemma 6.1.
Se Y è normato, Z ⊆ Y e g ∈ Y allora esiste φ ∈ Y ∗ tale che ∥φ∥ = 1, ⟨φ, g⟩ =
dist(g, Z) e φ ∈ Z⊥.

Dimostrazione.
Sia π : Y → Y/Z la mappa quoziente. Applichiamo Hahn-Banach (3.2) a Y/Z: esiste
ψ ∈ (Y/Z)∗ tale che

⟨ψ, π(g)⟩ = ∥πg∥ = dist(g, Z)

di norma 1. Poniamo φ = π∗ψ.

⟨φ, g⟩ = ⟨π∗ψ, g⟩ = ⟨ψ, πg⟩ = dist(g, Z)

e ∥φ∥ = ∥ψ∥ = 1 perché π∗ : (Y/Z)∗ → Z⊥ ⊆ Y ∗ è una isometria.

Teorema 6.2 (Separabilità in termini di metrizzabilità di palle).
Sia X spazio normato. Siano BX e BX∗ palle unitarie chiuse.

1. se X∗ è ∥·∥-separabile allora anche X lo è.

2. X è ∥·∥-separabile se e solo se (BX∗ , σ(X∗, X)) è metrizzabile

3. X∗ è ∥·∥-separabile se e solo se (BX , σ(X,X
∗)) è metrizzabile

Dimostrazione.
Mostriamo le proposizioni:

1. Sia X∗ separabile e sia {fk} numerabile denso. Per ogni k ∈ N sia xk ∈ X tale che{
∥xk∥ = 1

|⟨fk, xk⟩| ≥ 1
2 ∥fk∥
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Affermiamo che Y = Span({xk}k∈N) è denso in X: basta verificare che {xk}⊥k∈N = (0)
per (5.36). Sia f ∈ X∗ tale che ⟨f, xk⟩ = 0 per ogni k e sia fkj

una sottosuccessione
di {fk} che converge a f in norma. Allora

1

2

∥∥fkj

∥∥ ≤ ∣∣〈fkj , xkj

〉∣∣ ≤ ∣∣〈fkj − f, xkj

〉∣∣+ ∣∣〈f, xkj

〉∣∣ =
=
∣∣〈fkj

− f, xkj

〉∣∣ ≤ ∥∥fkj
− f

∥∥∥∥xkj

∥∥︸ ︷︷ ︸
=1

= oj→∞(1)

dove quella norma è un o(1) perché fkj
→ f .

2. Diamo le due implicazioni

=⇒ Sia X separabile e {xk}k≥1 numerabile denso in BX . Definiamo una norma su
X∗ ponendo

|∥f∥| =
∑
n≥1

2−n |⟨f, xn⟩|
∀m
≥ 2−m ⟨f, xm⟩ .

Per costruzione

|∥f∥| ≤
∑
n≥1

2−n |f | ∥xk∥ ≤

∑
n≥1

2−n

 ∥f∥ = ∥f∥ ,
cioè |∥·∥| è meno fine di ∥·∥.
Affermiamo che id : (BX∗ , |∥·∥|)→ (BX∗ , σ(X∗, X)) è un omeomorfismo1.

Poiché il dominio è metrico basta mostrare la continuità sequenziale. Sia allo-
ra (fk)k∈N una successione in BX∗ con fk → f ∈ BX∗ convergente per |∥·∥|.
Vogliamo mostrare che fk → f rispetto alla norma debole∗. Senza perdita di
generalità supponiamo f = 0 (altrimenti basta considerare 1

2 (fk − f)).
Se |∥fk∥| → 0 allora |∥fk∥| ≥ 2−n |⟨fk, xn⟩| = ok(1) per ogni n, quindi fk
converge puntualmente a 0 su (xn). Inoltre le fk sono funzioni 1-Lipschitz BX →
K e l’insieme di convergenza di una successione di funzioni equicontinue (a valori
in spazio metrico completo) è sempre un chiuso per Ascoli Arzelà. Dunque le
successioni convergono puntualmente dappertutto per densità su BX (quindi
anche su X per omogeneità).

Il limite è 0 perché è sono funzioni 1-Lipschitz.

Allora fk → 0 nella topologia debole∗ perché questa è esattamente la topologia
indotta dalla topologia prodotto.

Questo mostra la continuità di id : (BX∗ , |∥·∥|)→ (BX∗ , σ(X∗, X)). Se il domi-
nio è compatto allora abbiamo una mappa bigettiva, continua da compatto in
Hausdorff, dunque è un omeomorfismo. (BX∗ , |∥·∥|) è compatto sequenzialmente
perché, se {fk} è una successione in BX∗ allora le fk sono 1-Lipschitz e limitate
come funzioni su BX , quindi per argomento diagonale (vedi Ascoli-Arzelà) esiste
una sottosuccessione fkj convergente su ogni xn. Essendo questa sottosuccessio-
ne equicontinua essa converge su tutto X puntualmente. Il limite è f lineare su
X e 1-lipschitz e quindi f ∈ X∗. Infine

∣∣∥∥fkj
− f

∥∥∣∣→ 0 perché∣∣∥∥fkj − f
∥∥∣∣ =∑

n≥1

2−n
∣∣〈fkj − f, xn

〉∣∣ = oj(1)

1nota che id : (X∗, |∥·∥|)→ (X∗, σ(X∗, X)) non potrebbe esserlo se dimX ≥ ℵ0.
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dove l’ultima ugualgianza vale perché ogni termine è infinitesimo ed è dominata
dalla serie geometrica di fattore 1/2.

Questo mostra che (BX∗ , |∥·∥|) è sequenzialmente compatto e questo conclude.

⇐= Supponiamo (BX∗ , σ(X∗, X)) metrizzabile. Osserviamo che per F ∈ Pfin(X)
si ha che

F 0 = {x∗ ∈ X∗ | |⟨x∗, x⟩| ≤ 1 ∀x ∈ F} =
⋂
x∈F

{x}0

è un intorno di 0 (F è finito) in (X∗, σ(X∗, X)), in realtà questi sono una base
di intorni per la topologia σ(X∗, X).

Se (BX∗ , σ(X∗, X)) è metrizzabile allora in particolare è I-numerabile, quindi
esiste una successione (Fn)n≥0 ⊆ Pfin(X) tale che (F 0

n ∩ BX∗)n≥0 è una base
di intorni di 0. Notiamo in particolare che

⋂
n≥0 F

0
n ∩BX∗ = (0).

Senza perdita di generalità supponiamo anche Fn+1 ⊇ 2Fn (se avevamo una
successione valida basta aggiungere la riscalatura del termine prima e l’insieme
resta finito). Ricordiamo che se A ⊆ B allora B0 ⊆ A0, quindi gli intorni che
prendiamo diventano inscatolati.

(0) =
⋂
n≥0

(F 0
n ∩BX∗) =

⋂
n≥0

F 0
n

 ∩BX∗ =

⋃
n≥0

Fn

0

∩BX∗ =

=

assco

⋃
n≥0

Fn

0

∩BX∗
(⋆)
=

Span

⋃
n≥0

Fn

0

∩BX∗ =

=

Span

⋃
n≥0

Fn

⊥

∩BX∗

dove l’uguaglianza (⋆) vale perché per ipotesi 2
⋃
Fn ⊆

⋃
Fn, quindi prendendo

l’inviluppo assolutamente convesso troviamo esattamente lo Span lineare: se∑
λisi ∈ Span

(⋃
n≥0 Fn

)
allora

∑
λisi =

∑ λi
2N

(2Nsi) ∈ assco

⋃
n≥0

Fn

 per N tale che
∑ |λi|

2N
≤ 1.

Dunque, poiché
(
Span

(⋃
n≥0 Fn

))⊥
∩BX∗ = (0) e BX∗ è una palla,

Span

⋃
n≥0

Fn

⊥

= (0),

cioè Span
(⋃

n≥0 Fn

)
è denso in X (per ∥·∥). Quindi X è ∥·∥-separabile se con-

sideriamo SpanQ

(⋃
n≥0 Fn

)
(
⋃

n≥0 Fn è numerabile perché unione numerabile

di finiti).

3. Diamo le due implicazioni

=⇒ Segue dalla stessa freccia nel caso 2. notando che (BX∗∗ , σ(X∗∗, X∗)) è metriz-
zabile e quindi anche (BX , σ(X

∗∗, X∗)) = (BX , σ(X,X
∗)) lo è.
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⇐= Sia (BX , σ(X,X
∗)) metrizzabile. Come per il punto 2. si ha che ogni F ∈

Pfin(X
∗) definisce

F0 = {x ∈ X | |⟨x∗, x⟩| ≤ 1 ∀x∗ ∈ F} =
⋂

x∗∈F

{x∗}0

intorno di 0 in (X,σ(X,X∗)). La famiglia {F0}F∈Pfin(X∗) è quindi una base di

intorni di 0 rispetto a σ(X,X∗). Poiché BX è w-metrizzabile essa è I-numerabile
quindi esiste una successione (Fn)n≥0 ⊆ Pfin(X

∗) tale che (Fn)0 ∩ BX =
iX(F 0

n) ∩BX ≑ F 0
n ∩BX sono una base di σ(X,X∗) ristretta a BX .

In particolare
⋂

n≥0(F
0
n ∩ BX) = (0). Assumiamo inoltre Fn+1 ⊇ 2Fn come

prima.2 Supponiamo per assurdo che Span
(⋃

n≥0 Fn

)
non sia ∥·∥-denso, cioè

Z = Span

⋃
n≥0

Fn

∥·∥

̸= X∗,

cioè esiste g ∈ X∗ \ Z.
Per il lemma (6.1) esiste φ ∈ X∗∗ tale che ∥φ∥ = 1, Z ⊆ kerφ e ⟨φ, g⟩ =
dist(g, Z). A meno di cambiare g supponiamo dist(g, Z) = 1.

Notiamo che
{
x ∈ BX | ⟨g, x⟩ < 1

2

}
è un intorno di 0 ∈ BX nella topologia

σ(X,X∗), quindi contiene un intorno di base F 0
m ∩BX . Poniamo

A =

{
η ∈ X∗∗ | ⟨η, g⟩ > 1

2
, |⟨η, f⟩| < 1 ∀f ∈ Fm

}
.

A è aperto in σ(X∗∗, X∗) perché intersezione finita di aperti (la condizione su
1
2 e una per ogni elemento di Fm). Notiamo che φ ∈ A perché ⟨φ, g⟩ = 1 e
⟨φ, f⟩ = 0 per ogni f ∈ Z ⊇ Fm.

Per Goldstine (5.39) BX
w∗

= BX∗∗ ma si ha che A ∩ BX ̸= ∅ perché φ ∈
A ∩BX∗∗ = A ∩BX

w∗

.

Quindi esiste x̃ ∈ BX tale che iX(x̃) ∈ A, cioè ⟨g, x̃⟩ > 1
2 e |⟨f, x̃⟩| < 1 per ogni

f ∈ Fm, cioè dalla seconda condizione x̃ ∈ F 0
m ∩BX ma questo era esattamente

l’intorno che avevamo scelto dentro
{
g < 1

2

}
, quindi g(x̃) > 1

2 e g(x̃) < 1
2 assurdo.

Esercizio 6.3.
Sia X spazio vettoriale con due norme ∥·∥1 e ∥·∥2 tali che ∥·∥2 è più fine di ∥·∥1
(∥x∥1 ≤ ∥x∥2 per ogni x ∈ X)3.

• BX2 è σ(X1, X
∗
1 )-metrizzabile se e solo se X∗

1 è separabile rispetto a ∥·∥X∗
2
.

2Potremmo provare a ragionare come per il punto 2.:

(0) =

Span

 ⋃
n≥0

Fn

⊥

∩BX ,

quindi Span
(⋃

n≥0 Fn

)
⊥

= (0), cioè Span
(⋃

n≥0 Fn

)
è w∗-denso. Questo non basta.

3Come notazione (X1, ∥·∥1) = (X, ∥·∥1) e (X2, ∥·∥2) = (X, ∥·∥2).
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6.2 Spazi uniformemente convessi

Definizione 6.4 (Norma uniformemente convessa).
Per uno spazio normato (X, ∥·∥), la norma si dice uniformemente convessa se per
ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che per ogni x, y ∈ BX si ha∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ > 1− δ =⇒ ∥x− y∥ < ε.

Esempio 6.5.
Se H è uno spazio di Hilbert allora è uniformemente convesso e questo è testimoniato
dalla identità del parallelogramma:

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2)

e quindi se ∥x∥ , ∥y∥ ≤ 1 allora

∥x− y∥ ≤
√
4− ∥x+ y∥2 = 2

(
1−

(
∥x+ y∥

2

)2
)1/2

Esempio 6.6.
La norma ∥·∥p su R2 per 1 < p <∞ è uniformemente convessa, anche ∥·∥p su Lp.

Teorema 6.7 (Milman-Pettis).
Spazi di Banach uniformemente convessi sono riflessivi.

Dimostrazione (di Kakutani).
Sia (X, ∥·∥) banach U.C. e sia η ∈ X∗∗. Vogliamo mostrare che η è una valutazione
valx̃ per qualche x̃ ∈ X.

Per ogni k ≥ 1 siano δk > 0 come nella definizione di U.C. per ε = 1/k, cioè per
ogni x, y ∈ BX vale ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ > 1− δk =⇒ ∥x− y∥ < 1

k
.

Senza perdita di generalità supponiamo δk → 0. Sia (fk) una successione in BX∗

massimizzante per ∥η∥, cioè:

∥η∥ ≑ sup
∥f∥=1

|⟨η, f⟩| S.P.G.
= 1,

allora ∥fk∥ = 1 e ⟨η, fk⟩ > 1 − δk per ogni k ≥ 1. Sia f0 ∈ X∗ qualsiasi e δ0 = +∞.
Definiamo

An =

{
θ ∈ X∗∗ | |⟨θ, fk⟩ − ⟨η, fk⟩| <

1

n
e ⟨θ, fk⟩ > 1− δk ∀k ∈ {0, · · · , k}

}
Notiamo che An è un intorno aperto di η per la topologia σ(X∗∗, X∗), quindi per
Goldstine (5.39) si ha An ∩ iXBX ̸= ∅, dunque esiste xn ∈ BX tale che iX(xn) ∈ An,
ovvero (ricorda che iX(xn) = valxn

){
|⟨fk, xn⟩ − ⟨η, fk⟩| < 1

n

⟨fk, xn⟩ > 1− δk ∀k ≤ n
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Per 1 ≤ p < q <∞ si ha∥∥∥∥xp + xq
2

∥∥∥∥ ≥ 〈fp, xp + xq
2

〉
=

1

2
⟨fp, xp⟩+

1

2
⟨fp, xq⟩ ≥ 1− δk

e quindi ∥xp − xq∥ ≤ 1
p , cioè (xn) è una successione di Cauchy. Poiché X è un Banach

e questi punti stanno in BX si ha che la successione converge a x̃ ∈ BX . Prendendo
il limite in n del sistema sopra troviamo{

⟨fk, x̃⟩ = ⟨η, fk⟩ ∀k
⟨fk, x̃⟩ ≥ 1− δk ∀k

Notiamo che il sistema di equazioni ⟨fk, x⟩ = ⟨η, fk⟩ al variare di k ha una unica
soluzione in BX , ovvero x̃: se ⟨fk, ỹ⟩ = ⟨η, fk⟩ allora per ogni k

1 ≥
∥∥∥∥ x̃+ ỹ

2

∥∥∥∥ ≥ 〈fk, x̃+ ỹ

2

〉
= ⟨η, fk⟩ ≥ 1− δk

e quindi
∥∥∥ x̃+ỹ

2

∥∥∥ = 1, ma allora per uniforme convessità x̃ = ỹ.

Quindi, a prescindere dalla scelta di f0 troviamo sempre lo stesso x̃, dunque per
ogni f ∈ X∗ vale ⟨f, x̃⟩ = ⟨η, f⟩ perché 0 era incluso nel sistema che ci stavamo
portando dietro. Abbiamo quindi mostrato che valx̃(f) = η(f) per ogni f , cioè
η = valx̃.

Dimostrazione (via nets).

Sia η ∈ X∗∗ con ∥η∥ = 1. Per Goldstine (5.39) si ha BX
σ(X∗∗,X∗)

= BX∗∗ quindi
esiste un net x : D → BX convergente a η in σ(X∗∗, X∗).

Consideriamo ora il nuovo net xα+xβ : D×D → X e notiamo che xα+xβ → 2η.
Siano ε > 0 e δ > 0 come nella definizione di uniforme convessità e sia f ∈ X∗ tale
che ∥f∥ = 1 e ⟨η, f⟩ > 1− δ (ok perché ∥η∥ = 1).

Allora
〈
f,

xα+xβ

2

〉
=
〈

valxα+xβ

2 , f
〉
→ ⟨η, f⟩ > 1− δ, quindi∥∥∥∥xα + xβ

2

∥∥∥∥ ≥ 〈f, xα + xβ
2

〉
≥ 1− δ

definitivamente e quindi
∥xα − xβ∥ ≤ ε

definitivamente, quindi xα è un net di Cauchy e quindi converge a x̃ ∈ X perché X
è Banach e quindi è completo anche per nets. Concludiamo notando che x̃ = η per
unicità del limite.

Esempio 6.8.
Per 1 < p < ∞ gli spazi (Lp(X,µ), ∥·∥p) sono uniformemente convessi e quindi
riflessivi per Milman Pettis (6.7).

Esercizio 6.9.
Isomorfismo tra Lq e (Lp)∗.

Dimostrazione.
Considerare per p, q coniugati

Tp,g :
Lq −→ (Lp)∗

g 7−→ f 7→
∫
X
fgdµ

.
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Questa mappa è lineare e isometrica per Hölder, infatti∣∣∣∣∫
X

fgdµ

∣∣∣∣ ≤ ∥f∥p ∥g∥q
e quindi ∥Tp,qg∥ ≤ ∥g∥q, cioè Tp,g è continuo con norma degli operatori ≤ 1. In
realtà è una isometria perché possiamo scegliere una f opportuna tale che ∥f∥p = 1
e Tp,g(g)(f) = ∥g∥q.

Per provare che Tp,q sono surgettive l’idea è considerare α come sotto

Lp (Lp)∗∗ (Lq)∗
iLp

α

T∗
p,q

e notare che α = Tq,p.
Per Milman-Pettis (6.7) la iLp è isometrica, quindi si ha che Tp,q è surgettivo se

e solo se T ∗
q,p è surgettivo, ma T ∗

q,p è surgettivo se e solo se (5.36) Tq,p è fortemente
iniettivo e questo è vero.
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Capitolo 7

Compattezza nei Banach

7.1 Compattezza dei polari: Banach-Alaoglu

Teorema 7.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki).
Sia X SVT e V ∈ UX . Allora il polare di V

V 0 = {f ∈ X∗ | |⟨f, x⟩| ≤ 1 ∀x ∈ V }

è compatto nella topologia σ(X∗, X), cioè1 quella indotta su X∗ dalla topologia pro-
dotto su KX .

Dimostrazione.
Senza perdita di generalità supponiamo V assolutamente convesso e chiuso:

V 0 (5.33)
= assco(V )

0
.

Sia allora V intorno assolutamente convesso chiuso di 0 in X. Sia p il funzionale
di Minkowski di V . Notiamo che p è una seminorma su X e (2.26) V = Bp(0, 1).
Notiamo che f ∈ V 0 se e solo se

|⟨f, x⟩| ≤ p(x) ∀x ∈ X

infatti se |⟨f, x⟩| ≤ 1 per ogni x ∈ V allora per x ∈ X con p(x) ̸= 0 si ha p(x/p(x)) = 1
e quindi x/p(x) ∈ V = Bp(0, 1), ma allora |⟨f, x/p(x)⟩| ≤ 1, cioè |⟨f, x⟩| ≤ p(x). Se
in vece p(x) = 0 allora Span(x) ∈ V per definizione di p, quindi ⟨f, x⟩ = 0 e vale
comunque |⟨f, x⟩| ≤ p(x).

Viceversa, se |⟨f, x⟩| ≤ p(x) per ogni X in particolare per x ∈ V , poiché l̀ı abbiamo
p(x) ≤ 1 abbiamo |⟨f, x⟩| ≤ p(x) ≤ 1 per x ∈ V .

Notiamo che la condizione |⟨f, x⟩| ≤ 1 su V assicura che f sia continua (perché
limitata in intorno di 0 (2.32)), quindi possiamo scrivere

V 0 =
{
f ∈ X ′

alg | |⟨f, x⟩| ≤ p(x) ∀x ∈ X
}
= X ′

alg ∩
∏
x∈X

BK(0, p(x))︸ ︷︷ ︸
compatto per Tychonoff

⊆ X∗ ⊆ KX .

1proprietà universale
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Osserviamo che X ′
alg è chiuso in KX perché si scrive come intersezione di chiusi

per la topologia prodotto di KX

X ′
alg =

⋂
α,β∈K
x,y∈X

{
f ∈ KX | Pαx+βy(f)− αPx(f)− βPy(f) = 0

}
=

=
⋂

α,β∈K
x,y∈X

ker (Pαx+βy − αPx − βPy) .

Quindi V 0 si identifica con un chiuso in un compatto per la topologia prodotto, e
quindi è compatto per la topologia prodotto su KX in quanto è uno spazio Hausdorff.

Corollario 7.2.
Se X è Banach allora la palla duale chiusa BX∗(0, 1) è compatta per la topologia w∗

su X∗.

Osservazione 7.3.
Da questo corollario scendono varie applicazioni, per esempio al calcolo delle variazioni
ma non solo.

Teorema 7.4 (Kakutani).
Uno spazio X di Banach è riflessivo se e solo se BX (palla unitaria chiusa) è w-
compatta.

Dimostrazione.
Se X è riflessivo allora iX : (BX , w) → (BX∗∗ , w∗) è un omeomorfismo e quindi
(BX , w) è compatta per Banach-Alaoglu (7.1).

Supponiamo dunque BX compatta in σ(X,X∗), allora anche iX(BX) è compatta
in X∗∗ per σ(X∗∗, X∗), in particolare è chiusa. Per il teorema di Goldstine (5.39)
iX(BX) è anche densa in BX∗∗ . Mettendo tutto insieme abbiamo iX(BX) = BX∗∗ ,
quindi iX è bigettiva e quindi X è riflessivo.

Osservazione 7.5.
ATTENZIONE: queste compattezze sono per ricoprimenti, non per successioni!!!

Proposizione 7.6 (Banach si immergono in continue su compatto).
Se X banach allora X si immerge isometricamente in (C(K), ∥·∥∞) per qualche K
compatto Hausdorff.

Dimostrazione.
Sia K = (BX∗ , σ(X∗, X)). K è T2 compatto per Banach-Alaoglu (7.1), inoltre
abbiamo una inclusione

X X∗∗ C(K)

f f |K

iX

che è isometrica perhcé ∥x∥X = ∥valx∥X∗∗ , da cui ∥f∥X∗∗ = ∥f∥∞,K .

Osservazione 7.7.
Questa proposizione possiamo rappresentare isometricamente X∗ come C(K)∗/X⊥

(5.40) e il duale di C(K) si rappresenta via misure di Baire finite.
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7.2 Compattezza in Banach per la norma

Teorema 7.8 (Mazur).
Sia (X, ∥·∥) banach, K ⊆ X compatto, allora co(K) è compatto.

Dimostrazione.
Sia B = BX(0, 1). Proviamo che co(K) è totalmente limitato (quindi relativamente
compatto in X che è completo). Sia ε > 0. Siccome K è compatto, esiste F ∈
Pfin(X) tale che

K ⊆ F +
ε

2
B =

⋃
x∈F

B(x, ε/2).

Quindi co(K) ⊆ co(F ) + ε
2B (perché convesso che contiene K). Se F = {f1, · · · , fm}

allora co(F ) è compatto, infatti è immagine continua del simplesso standard

∆m−1 =
{
(λ1, · · · , λm) ∈ Rm | λi ≥ 0,

∑
λi = 1

}
tramite la mappa ovvia Φ : ∆m−1 → X data da ei 7→ fi.

Quindi esiste un insieme finito G ∈Pfin(X) tale che

co(F ) ⊆ G+
ε

2
B

e quindi

co(K) ⊆ co(F ) +
ε

2
B ⊆ G+

ε

2
B +

ε

2
B = G+ εB,

cioè co(K) è totalmente limitato.

Teorema 7.9 (Dieudonné).
Sia (X, ∥·∥) banach, K ⊆ X compatto, allora esiste una successione (xn)n∈N ⊆ X
tale che xn → 0 e K ⊆ co({xn}n∈N).

Dimostrazione.
Senza perdita di generalità supponiamo K ⊆ B = BX(0, 1).

Per ogni n ∈ N esiste Fn ∈Pfin(K) tale che

K ⊆ Fn + 4−nB

cioè ogni x ∈ K dista meno di 4−n da qualche x′ ∈ Fn. Per comodità F0 = {0} (ok
perché abbiamo supposto K ⊆ B).

Quindi D =
⋃

n≥0 Fn è un sottoinsieme denso di K. Sia y ∈ D \ {0}, allora

y ∈ Fn per qualche n ∈ N+. Siccome Fn−1 è una 4−n+1-rete di K esiste yn−1 ∈ Fn−1

tale che ∥yn − yn−1∥ < 4−n+1. Iterando troviamo yn, yn−1, · · · , y1, y0 con yi ∈ Fi e
∥yi − yi−1∥ < 4−i+1 per ogni i ≤ n. Notiamo che

y = yn =

n∑
k=1

yk − yk−1 + y0︸︷︷︸
=0

=

n∑
k=1

2−k
(
2k(yk − yk−1)

)
+ 2−ny0︸ ︷︷ ︸

=0

è una combinazione convessa di 2k(yk − yk−1) per k = 1, · · · , n e y0 = 0.
Inoltre, siccome ∥yk − yk−1∥ < 4−k+1, si ha

∥∥2k(yk − yk−1)
∥∥ < 2−k+2.

Notiamo che per ogni k ≥ 1 si ha

2k(yk − yk−1) ∈ Ak = 2k(Fk − Fk−1) insieme finito
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Inoltre Ak ⊆ 2−k+2B per quanto detto. Ponendo

A =
⋃
k≥1

Ak ∪ {0}

si ha che ogni y ∈ D si scrive come combinazione convessa di elementi di A.
Per concludere basta mostrare che A è il supporto di una successione infinitesima:

per ogni ε > 0, A \ εB è finito in quanto

A \ εB ⊆
⋃

2−k+2>ε

Ak =
⋃

k<2−log2 ε

Ak.

Dunque una qualsiasi enumerazione (xn)n∈N di A definisce una successione infinitesi-
ma tale che D ⊆ co({xn}n∈N) e quindi K = D ⊆ co({xn}n∈N).

7.3 Topologie polari

Definizione 7.10 (Topologie polari).
Sia X banach e fissiamo A ⊆ P(X) dove ogni insieme è limitato. La topologia
polare su X∗ associata a A è la topologia di SVTLC associate alle (semi)norme

uniformi
{
∥·∥∞,A | A ∈ A

}
. A volte indichiamo la topologia associata a A con τA .

Esempio 7.11.
Se A = Pfin(X) allora la topologia polare associata è la debole∗ σ(X∗, X)

Esempio 7.12.
Se A = K è l’insieme dei compatti di X allora la topologia polare associata è la
topologia di convergenza uniforme sui compatti.

Osservazione 7.13.
Per il teorema di Dieudonne (7.9) la topologia di convergenza uniforme sui compatti
è anche la topologia polare associata a

K0 = {K ⊆ X | ∀ε > 0 K \ εB ∈Pfin(X)} ,

cioè gli insiemi che si accumulano al più in 0.

Esempio 7.14.
Se A = B è l’insieme dei sottoinsiemi limitati troviamo la norma duale (∥·∥∞,BX

=
∥·∥B∗

X
)

Osservazione 7.15.
Si può sempre assumere che A sia una famiglia di insiemi assolutamente convessi in
quanto

∥f∥∞,A = ∥f∥∞,assco(A) .

Osservazione 7.16 (Perché si chiama topologia polare?).
Fissiamo una famiglia A . Ricordiamo che per ogni A ∈ A si ha

A0 = {f ∈ X∗ | |⟨f, x⟩| ≤ 1 ∀x ∈ A} = B(0, 1, ∥·∥∞,A).

Senza perdita di generalità supponiamo che A soddisfi

1. ∀A ∈ A e ∀t > 0, tA ∈ A

2. ∀A,B ∈ A , ∃C ∈ A tale che C ⊇ A ∪B

Allora la famiglia
{
A0
}
A∈A

, cioè le palle unitarie delle norme ∥·∥∞,A è una base di
intorni di 0 per la topologia polare associata a A .
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7.3.1 Topologia bounded-weak-star e Krein-Šmulian

Definizione 7.17 (Topologia limitata-debole∗).
Se (X, ∥·∥) banach, la topologia bounded weak∗ (abbreviata bw∗) su X∗ è la topo-
logia limite topologico di Xn = (nBX∗ , w∗). Cioè, un insieme A ⊆ X∗ è aperto in
questa topologia se e solo se per ogni n, An ∩ nBX∗ è aperto nella topologia w∗.

Osservazione 7.18.
Prendere palle chiuse o aperte, cambiare successione di raggi (purché tenda a +∞) o
cambiare il centro delle palle non cambia la topologia bw∗.

Osservazione 7.19.
bw∗ è invariante per traslazioni, cioè A ∈ bw∗ ⇐⇒ A + v0 ∈ bw∗ per un qualsiasi
v0 ∈ X.

Teorema 7.20.
La topologia bw∗ è la topologia della convergenza uniforme su compatti τK .

Dimostrazione.
Abbiamo notato che bw∗ è invariante per traslazioni, quindi basta mostrare che le
due topologie hanno gli stessi intorni di 0.

τK0 ⊆ bw∗ Una base di intorni di 0 per τK è{
A0 | A ∈ K0

}
dove K0 = {K ⊆ X | ∀ε > 0 K \ εB ∈Pfin(X)} .

Per ogni A ∈ K0 vogliamo mostrare che A0 è aperto per bw∗, cioè per ogni n ≥ 1
chiediamo che sia aperta l’intersezione

A0 ∩ nBX∗ =A0 ∩ nB0
X = A0 ∩

(
1

n
BX

)0

=

(
A ∪ 1

n
BX

)0

=

=

((
A \ 1

n
BX

)
∪ 1

n
BX

)0

=

=

(
A \ 1

n
BX

)0

∩ nBX∗

Poiché A ∈ K0 si ha che A \ 1
nBX è finito, quindi

(
A \ 1

nBX

)0
è un intorno di 0 in

w∗ e quindi A0 ∩ nBX∗ è effettivamente w∗-aperto.

bw∗ ⊆ τK0 Sia U un intorno aperto di 0 per bw∗. Vogliamo costruire un insieme A ∈ K0 tale che

A0 ⊆ U .

Costruiamo per induzione una successione (An) di insiemi finiti tali che

1. (An)
0 ∩ nBX∗ ⊆ U

2. An+1 ⊆ An ∪ 1
nBX

n = 1 Poiché U è aperto in bw∗ esiste A1 finito tale che A0
1 ∩ BX∗ ⊆ U ∩ BX∗ ⊆ U ,

infatti gli insiemi A0
1∩BX∗ sono base di intorni nella topologia indotta dalla bw∗

su BX∗ e chiaramente U ∩BX∗ è un aperto per questa topologia.
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n+ 1 Supponiamo di aver costruito A1, · · · , An finiti con le due proprietà. Costruiamo
An+1:

∅ =A0
n ∩ nBX∗ ∩ U c ∩ (n+ 1)BX∗︸ ︷︷ ︸

tecnicamente superflua

=

=A0
n ∩ n

( ⋃
x∈BX

{x}

)0

∩ U c ∩ (n+ 1)BX∗ =

=A0
n ∩

( ⋂
x∈BX

{x
n

}0
)
∩ U c ∩ (n+ 1)BX∗ =

=
⋂

x∈BX

(
An ∪

{x
n

})0
∩ (U c ∩ (n+ 1)BX∗) .

Questa è una intersezione di insiemi w∗ chiusi e limitati: U c è bw∗ chiuso perché
U aperto in bw∗, BX∗ è w∗-chiuso perché è la palla chiusa, quindi l’intersezione

è w∗ chiusa perché U ∩ BX∗ è un aperto w∗ in BX∗ . Ogni
(
An ∪

{
x
n

})0
è w∗

chiuso per (5.33).

Per Banach-Alaoglu (7.1) questa intersezione è w∗-compatta e quindi esiste Jn ⊆
BX finito tale che

∅ =
⋂

x∈Jn

(
An ∪

{x
n

})0
∩ U c ∩ (n+ 1)BX∗ =

=

(
An ∪

1

n
Jn

)0

∩ U c ∩ (n+ 1)BX∗

Poniamo An+1 = An ∪ 1
nJn. Verifichiamo le due condizioni

1. ∅ = A0
n+1 ∩ U c ∩ (n+ 1)BX∗ =⇒ A0

n+1 ∩ (n+ 1)BX∗ ⊆ U
2. An+1 ⊆ An ∪ 1

nBX perché Jn ⊆ BX

Sia A =
⋃
An. La condizione 2. garantisce che A si può accumulare solo in 0, inoltre

per ogni n

A0 ∩ nBX∗

A0⊆A0
n

⊆ A0
n ∩ nBX∗ ⊆ U

quindi prendendo l’unione al variare di n, A0 ⊆ U .

Osservazione 7.21.
bw∗ è una topologia di SVT

Teorema 7.22.
Si ha che (X∗, τK )∗ = (X∗, w∗)∗.

Dimostrazione.
Poiché τK = bw∗ è più fine di w∗ abbiamo immediatamente (X∗, w∗)∗ ⊆ (X∗, τK )∗.

Sia φ : X∗ → K lineare e τK -continua. Vogliamo mostrare che sia una valutazione.
La continuità per τK significa:

∃K ⊆ X compatto t.c. |⟨φ, f⟩| ≤ ∥f∥∞,K

in quanto K è già chiuso per omotetie, intersezioni e unioni finite.
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Inoltre senza perdita di generalità possiamo considerare K ∈ K0, cioè K =
{xn}n≥0 con xn → 0. Dunque

|⟨φ, f⟩| ≤ max
n≥0
|⟨f, xn⟩|

dove al posto di sup usiamo max perché |⟨f, xn⟩| è una successione infinitesima di
reali non negativi.

È quindi ben definito un operatore lineare e continuo

T :
X∗ −→ c0
f 7−→ (⟨f, xn⟩)n≥0

la continuità vale perché ∥Tf∥∞ = maxn≥0 |⟨f, xn⟩| ≤ (max ∥xn∥) ∥f∥ dove max ∥xn∥
è ben definito perché xn → 0.

Inoltre la disuguaglianza |⟨φ, f⟩| ≤ maxn≥0 |⟨f, xn⟩| garantisce che kerT ⊆ kerφ,
quindi abbiamo una fattorizzazione

X∗ K

T (X) c0

φ

T
φ̃

⊆

Notiamo che φ̃ è continua perché se y = Tf allora

|⟨φ̃, y⟩| = |⟨φ, f⟩| ≤ max
n≥0
|⟨f, xn⟩| = ∥y∥c0 =⇒ ∥φ̃∥ ≤ 1.

Per Hahn-Banach (3.4) φ̃ si estende a tutto c0 con la stessa norma, ma i funzionali
continui su c0 sono quelli della forma (xi)i≥0 7→

∑
i≥0 λixi per (λi)i≥0 ∈ ℓ1.

Quindi esiste λ ∈ ℓ1 tale che per ogni f ∈ X∗ si ha

⟨φ, f⟩ = ⟨φ̃, Tf⟩ =
∑
n≥0

λn ⟨f, xn⟩ =

〈
f,
∑
n≥0

λnxn

〉

dove l’ultimo passaggio è valido perché la serie è assolutamente convergente e f è
continua.

In conclusione, u =
∑

n≥0 λnxn ∈ X rappresenta φ, cioè ⟨φ, f⟩ = ⟨f, u⟩ e questo
conclude.

Teorema 7.23 (Krein-Šmulian).
Sia (X, ∥·∥) spazio di Banach, C ⊆ X∗ convesso, allora C è w∗-chiuso se e solo se
per ogni n ∈ N si ha C ∩ nBX∗ è w∗-chiuso.

Dimostrazione.
La seconda condizione è equivalente a C chiuso in bw∗ = τK (7.20) e questa topo-
logia ha lo stesso duale della w∗ (7.22) e questo conclude per il teorema di Hanh-
Banach/separazione dei convessi (3.26).

7.4 Compattezza per la topologia debole

7.4.1 Varie nozioni di compattezza

Definizione 7.24 (Numerabile compattezza).
X spazio topologico è numerabilmente compatto (abbreviato NC) se vale una
delle sequenti equivalenti condizioni:
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• per ogni S ⊆ X infinito ha punti di ω-accumulazione, cioè esiste x ∈ X tale che
per ogni U intorno di x si ha |U ∩ S| ≥ ℵ0, ovvero⋂

F∈Pfin(S)

S \ F ̸= ∅

• Per ogni (Fn) successione di chiusi in X non vuoti decrescenti per inclusione si
ha
⋂
Fn ̸= ∅.

• Per ogni ricoprimento aperto {Un} numerabile di X esiste un sottoricoprimento
finito.

A ⊆ X è relativamente numebrabilmente compatto (abbreviato RNC) se vale
una delle seguenti

• Ogni S ⊆ A infinito ha punti di ω-accumulazione in X

• Ogni (an) ⊆ A successione ha punti di accumulazione in X.

Definizione 7.25 (Sequenzialmente compatto).
X spazio topologico è sequenzialmente compatto (abbreviato SC) se per ogni
(xn) successione in X esiste una sottosuccessione convergente.

A ⊆ X è relativamente sequenzialmente compatto (abbreviato RSC) se ogni
successione in A ha una sottosuccessione convergente in X.

Proposizione 7.26.
Se A ⊆ X spazi topologici allora valgono le seguenti implicazioni:

C SC

NC RSC

RNC

dove la barra sopra la sigla significa che chiediamo che A in X abbia la proprietà.

Esempio 7.27 (Compatto T2 non implica sequenzialmente compatto).

Sia 2 = {0, 1} spazio topologico discreto, X = 22
N
=
{
f : 2N → {0, 1}

}
= P(P(N)).

La mappa di valutazione
2N × N −→ 2
(f, n) 7−→ f(n)

definisce in modo canonico una successione val : N → 22
N
. Questa successione non

ha estratte convergenti, infatti convergenza in uno spazio con la topologia prodot-
to significa convergenza puntuale, quindi se nk è una ipotetica successione crescen-
te di naturali che definisce la sottosuccessione allora per ogni f ∈ 2N si dovrebbe
avere valnk

(f) = f(nk) convergente (in 2 = {0, 1} con la topologia discreta), cioè
f(nk) definitivamente costante, ma questo non è possibile perché per ogni fissata
sottosuccessione valnk

possiamo considerare una funzione tale che f(nk) = k mod 2.

Esercizio 7.28 (Sequenzialmente compatto non implica compatto).
Sia X = ω1 = [0, ω1) = {ordinali numerabili} con la topologia dell’ordine (quella che
ha per base gli intervalli aperti).
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Notiamo che ω1 è SC, infatti ogni successione ha una sottosuccessione monotona
(vero in ogni insieme totalmente ordinato) e questa successione converge: se è decre-
scente è stazionaria per definizione di buon ordine, se è crescente allora converge al
suo estremo superiore, che sta in ω1.

Eppure X non è compatto perché è unione degli intervalli aperti
⋃

α∈X [0, α), che
non ha sottoricoprimenti finiti.

Esercizio 7.29 (SC ⇏ NC, e quindi in particolare RSC ⇏ NC).
SiaX = (ω+1)×(ω1+1)\{(ω, ω1)} = [0, ω1]×[0, ω1]\{(ω, ω1)} e sia A = (ω+1)×ω1 =
[0, ω]× [0, ω1)

A è SC perché lo sono ω + 1 e ω1, inoltre A = X perché i punti (α, ω1) sono
di accumulazione. Notiamo però che X non è NC infatti l’insieme B ⊆ X dato da
B = ω×{ω1} non ha punti di accumulazione in X (è isomorfo a ω e l’unico punto di
accumulazione sarebbe l’angolino (ω, ω1) che X non ha per costruzione).

Questi esempi mostrano che in generale

C SC

NC RSC

RNC

NO

NO

Osservazione 7.30.
Se A ⊆ X, f : X → Y continua e A è RNC allora f(A) ⊆ Y è RNC.

7.4.2 Eberlein-Šmulian

Osservazione 7.31.
Se A è RNC in (X,w) allora è limitato, infatti basta mostrare che per ogni f ∈ X∗

si ha f(A) limitato, che è vero perché f(A) ⊆ K è RNC ma in Rn questo implica
limitato.

Teorema 7.32 (Eberlein-Šmulian).
Sia E spazio di Banach e A ⊆ E. Rispetto alla topologia debole di E sono equivalenti

1. A
w

è numerabilmente compatta

2. A è relativamente numerabilmente compatto

3. A
w

è sequenzialmente compatta

4. A è relativamente sequenzialmente compatto

5. A
w

è compatto

Dimostrazione.
Basta mostrare le implicazioni in blu

C SC

NC RSC

RNC
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RNC =⇒ RSC Sia (an) ⊆ A, dobbiamo mostrare che (an) ha una sottosuccessione w-convergente in
E. Sia

V = Span({an}n∈N) ⊆ E,

in particolare V è un sottospazio vettoriale chiuso e separabile, quindi V ∗ ha una palla
unitaria w∗-separabile2. Sia D ⊆ V ∗ numerabile e denso. Con argomento diagonale
troviamo una sottosuccessione di (an) (che continuiamo a chiare (an)) tale che ⟨f, an⟩
converge per ogni f ∈ D.

Sia a∞ ∈ E un punto di accumulazione di (an) ⊆ A (stiamo assumendo A RNC).
Allora per ogni f ∈ D, ⟨f, a∞⟩ è punto di accumulazione della successione convergente
⟨f, an⟩, quindi ⟨f, a∞⟩ è il limite (R è Hausdorff).

Affermo che ciò vale per ogni f ∈ V ∗: se non fosse cos̀ı esisterebbe g ∈ V ∗ tale che
⟨g, an⟩ ̸→ ⟨g, a∞⟩, ma allora estraendo una sottosuccessione esisterebbe una sottosuc-
cessione tale che ⟨g, ank

⟩ converge ad un limite diverso da ⟨g, a∞⟩. Se b∞ ∈ E è di w-
accumulazione per (ank

) si trova come prima che per ogni f ∈ D, ⟨f, ank
⟩ → ⟨f, b∞⟩,

ma essendo (ank
) una sottosuccessione di quella di prima ⟨f, ank

⟩ → ⟨f, a∞⟩. Eppure
⟨g, ank

⟩ → ⟨g, b∞⟩ ≠ ⟨g, a∞⟩ e questo è assurdo perché D è w∗-denso.

Dunque ⟨f, an⟩ → ⟨f, a∞⟩ per ogni f ∈ V ∗, quindi ⟨f, an⟩ → ⟨f, a∞⟩ per ogni f ∈ E∗

in quanto f |V ∈ V ∗. Questo significa esattamente che an → a∞ nella topologia

debole, come volevamo.

RSC =⇒ C Mostriamo che la chiusura σ(E∗∗, E∗) di A in E∗∗ è in realtà contenuta in E. Se
questo è vero allora questa è anche la chiusura in σ(E,E∗) e quindi è compatta per
Banach-Alaoglu (7.1) infatti

A ⊆ E ⊆ E∗∗ ⇝ A
E
= A

E∗∗

∩ E.

Sia η ∈ A
σ(E∗∗,E∗)

e mostriamo che η ∈ E. Quello che faremo è mostrare che
ker η ⊆ E∗ è σ(E∗, E)-chiuso3.

Per Krein-Šmulian (7.23) basta vedere che ker η∩BE∗(0, 1) è w∗-chiuso (e quindi per
omotetia ker η ∩B(0, R) chiuso e per Krein-Šmulian questo mostra che ker η stesso è
chiuso).

Sia g0 ∈ ker η ∩BE∗
w∗

e mostriamo che g0 ∈ ker η, cioè ⟨η, g0⟩ = 0 (chiaramente g0
sta nella palla). Partendo da g0 costruiamo due successioni an ∈ A e gn ∈ ker η∩BE∗

in modo che {
⟨gi, an⟩ − ⟨η, gi⟩ < 1

n ∀0 ≤ i ≤ n− 1

|⟨gn, ai⟩ − ⟨g0, ai⟩| < 1
n ∀1 ≤ i ≤ n

Questo si può fare per induzione: definiti g1, · · · , gn−1 esiste an verificante la pri-
ma condizione perché quella condizione definisce un intorno di η per la topologia
σ(E∗∗, E∗), che quindi interseca A in quanto η appartiene alla chiusura di A. Definiti
a1, · · · , an esiste gn che verifica la seconda condizione perché quelle disuguaglianze
definiscono un intorno di g0 nella topologia σ(E,E∗) e questo interseca ker η ∩BE∗ .

2Per Banach-Alaoglu (7.1) BV ∗ è w∗-compatta, ma chiaramente è anche metrizzabile perché V è
separabile (6.2), quindi BV ∗ è separabile.

Alternativamente basta seguire la dimostrazione V ∗ separabile implica V separabile ma partendo
da V e notare che gli stessi passi portano a mostrare che V ∗ è debolmente∗-separabile (vedi nota a
margine nella dimostrazione di 3. in (6.2)).

3forma lineare è continua se e solo se nucleo è chiuso (2.32) e mostrare che η è w∗-continua è la
stessa cosa di dire che η è una valutazione per definizione di topologia debole∗.
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Poiché ⟨η, gn⟩ = 0 per ogni n ≥ 1 vale
⟨g0, an⟩ − ⟨η, g0⟩ = o(1) prima condizione per i = 0

⟨gi, an⟩ = o(1) prima condizione per i > 0

⟨gn, ai⟩ − ⟨g0, ai⟩ = o(1) seconda condizione

Poiché A è RSC, a meno di sottosuccessione, an → a∞ ∈ E debolmente. La succes-
sione ⟨gn, ai⟩ → ⟨g0, ai⟩ per ogni i <∞ per la terza equazione, invece per la seconda
si ha ⟨gi, a∞⟩ = 0, in particolare converge.

Per Banach-Alaoglu (7.1) e l’implicazione RSC =⇒ RNC la successione (gn)n ⊆ BE∗

ha un punto di w∗-accumulazione g∞. Per ogni i (anche ∞) si ha che ⟨g∞, ai⟩ è
un punto di accumulazione per (⟨gn, ai⟩)n, e quindi ⟨g∞, ai⟩ è il limite di questa
successione.

Facendo il limite per n→∞ nelle disguguaglianze precedenti troviamo
⟨g0, a∞⟩ = ⟨η, g0⟩
⟨gi, a∞⟩ = 0

⟨g∞, ai⟩ = ⟨g0, ai⟩

Ora facciamo tendere i→∞ e troviamo
⟨g0, a∞⟩ = ⟨η, g0⟩
⟨g∞, a∞⟩ = 0

⟨g∞, a∞⟩ = ⟨g0, a∞⟩

cioè
⟨η, g0⟩ = ⟨g0, a∞⟩ = ⟨g∞, a∞⟩ = 0

ovvero g0 ∈ ker η come volevamo.

NC =⇒ SC Per un chiuso NC = RNC e similmente SC = RSC, quindi la freccia RNC =⇒
RSC conclude.

Riassumendo:

• Su X∗

– Banach-Alaoglu: BX∗ è w∗-compatta

– Se X è separabile allora (BX∗ , w∗) è metrizzabile, quindi è anche sequen-
zialmente compatta. (Mostrato indipendentemente tramite Ascoli-Arzelá).

• Su X

1. Dieudonné: i compatti (norma) K sono contenuti in co(xn) per xn → 0

2. Eberlein-Šmulian: compatti per debole.
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Capitolo 8

Funzioni regolari e funzioni a
supporto compatto

Sia Ω aperto di Rn non vuoto.

Notazione 8.1.
Sia k(Ω) = {K ⊆ Ω | K compatto}.

Definizione 8.2 (Spazio di Fréchet).
Uno spazio topologico è di Fréchet se è SVTLC, metrizzabile e completo.

8.1 Funzioni regolari

Definizione 8.3 (Funzioni continue).
Definiamo l’insieme delle funzioni continue su Ω come

C0(Ω) = {f : Ω→ R | continue}

Proposizione 8.4.
L’insieme C0(Ω) munito della topologia indotta dalle seminorme uniformi{

∥·∥∞,K

}
K∈k(Ω)

è uno spazio di Fréchet.

Dimostrazione.
In quanto topologia indotta da seminorme abbiamo che C0(Ω) è uno SVTLC.

metrizzabile Se (Kj)j∈N è una successione di compatti tale che Ki ⊆ int(Ki+1) e Ω =
⋃

j≥0Kj

allora le seminorme
{
∥·∥∞,Kj

}
topologizzano C0(Ω). Quindi per esempio possiamo

considerare Kj =
{
x ∈ Ω | dist(x,Ωc) ≤ 2−j

}
∩B(0, j) e definire la distanza come

d(f, g) =
∑
j≥0

2−j arctan(∥f − g∥∞,Kj
).

completo (fn) ⊆ C0(Ω) è di Cauchy se per ogni j si ha (fn|Kj
)n di Cauchy in C0(Kj), quindi

fn converge uniformemente su Kj e il limite è una funzione f ∈ C0(Ω) (definiamo
puntualmente a priori ma è una convergenza uniforme su compatti quindi il limite è
una funzione continua).
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Notazione 8.5.
Sia α = (α1, · · · , αn) ∈ Nn e f ∈ Cm(Ω), allora

∂αf =
∂αn

∂xαn
n
· · · ∂

α1

∂xα1
1

f.

Chiamiamo n la lunghezza di α e |α| =
∑n

i=1 αi il peso o grado di α.

Osservazione 8.6.
Per il teorema di Schwarz non importa l’ordine delle derivate sopra.

Definizione 8.7 (Spazio Cm(Ω)).
Poniamo

Cm(Ω) =
{
f : Ω→ R | ∀α t.c. |α| ≤ m, ∂αf ∈ C0(Ω)

}
.

Proposizione 8.8.
L’insieme Cm(Ω) con la topologia indotta dalle seminorme

∥f∥α,∞,K = ∥∂αf∥∞,K

considerate al variare di |α| ≤ m e K ∈ k(Ω) è uno spazio di Fréchet.

Dimostrazione.
Equivalente possiamo considerare le norme {pm,K}K∈k(Ω) date da

pm,K(f) = max
|α|≤m

∥∂αf∥∞,K .

La metrizzabilità segue come prima.

Per la complettezza basta usare il teorema di limite sotto il segno di derivata: Se
(fn) ⊆ Cm(Ω) è di Cauchy, cioè |α| ≤ m e ∀K ∈ k(Ω) si ha ∂αfj di Cauchy in C0(Ω),
allora per ogni |α| ≤ m si ha convergenza uniforme sui compatti

∂αfj → gα

per qualche gα ∈ C0(Ω). Si conclude (per induzione su m) che f = lim fj è di classe
Cm e che ∂αf = gα.

Osservazione 8.9.
Cm(Ω) ha la topologia iniziale data dalle mappe

Cm(Ω) −→ C0(K)
f 7−→ ∂αf |K

al variare di K ∈ k(Ω) e |α| ≤ m.

Definizione 8.10 (Spazio C∞(Ω)).
Definiamo

C∞(Ω) =
⋂
m≥0

Cm(Ω).

Osservazione 8.11.
Anche C∞(Ω) è di Fréchet.
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Osservazione 8.12.
I limitati di C∞(Ω) sono relativamente compatti.

Dimostrazione.
Se A ⊆ C∞(Ω) è limitato allora per ogni K ∈ k(Ω) e per ogni m ∈ N si ha che

sup
f∈A

pm+1,K(f) ≤ C(m,K) ∈ R,

quindi le derivate delle ∂αf per f ∈ A sono limitate uniformemente su K. Questo in
particolare vale per K compatto convesso, quindi le ∂αf sono equilipschitz (teorema
del valor medio).

Allora per Ascoli-Arzelá abbiamo che {∂αf} è un compatto in C0(K). Dunque
(argomento diagonale) ogni successione (fj) ⊆ A ha una sottosuccessione convergente
uniformemente sui compatti e quindi in C∞(Ω).

Osservazione 8.13.
Nel caso di Cm(Ω) si ha che i limitati di Cm+1(Ω) ⊆ Cm(Ω) sono relativamente
compatti in Cm(Ω).

8.2 Funzioni a supporto compatto

Definizione 8.14 (Funzioni a supporto compatto).
Definiamo

C0
C(Ω) =

⋃
K∈k(Ω)

CK , CK =
{
f ∈ C0(Rn) | supp f ⊆ K

}
Analogamente (anche per m =∞)

Cm
C (Ω) = Cm(Ω) ∩ C0

C(Ω) =
⋃

K∈k(Ω)

Cm
K , Cm

K = Cm(Ω) ∩ CK .

Osservazione 8.15.
C0

C(Ω) è denso in C0(Ω) e similmente per ordini più alti.

Poiché questi spazi sono definiti in modo naturale come unione, la topologia na-
turale su Cm

C (Ω) è la più fine topologia di SVT che renda continue le inclusioni
Cm

K ↪→ Cm
C (Ω), dove Cm

K ha la topologia indotta da Cm(Ω).

8.2.1 Lo spazio CC

Sia Xn = {x ∈ Rn | xi = 0 ∀i ≥ n} ∼= Rn e consideriamo questo spazio con la (unica1)
topologia di SVT T0, cioè la topologia euclidea. Sia Xn ↪→ Xn+1 l’inclusione.

Poniamo

CC = Rω =
⋃
n≥0

Xn, Rn =
{
x ∈ RN | xi = 0 ∀i ≥ n

}
.

Osservazione 8.16.
Qualunque topologia di SVT su CC rende continue le inclusioni, perché induce su
Xn una topologia che non è più fine di quella euclidea. Quindi la topologia di limite
induttivo su CC è la più fine topologia di SVT.

1equivalenza delle norme
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Osservazione 8.17.
Questa topologia è localmente convessa perché lo sono le topologie sugli Xn.

Osservazione 8.18.
La topologia limite su CC deve essere quella indotta da TUTTE le seminorme su CC

Notazione 8.19.
ei ∈ CC è la successione identicamente nulla eccetto nell’indice i dove vale 1.

Osservazione 8.20.
Se p : CC → [0,∞) è una seminorma e x ∈ CC (che scriviamo x =

∑n
i=0 xiei) allora

p(x) = p

(
n∑

i=0

xiei

)
≤

n∑
i=0

|xi| p(ei)

dunque ogni seminorma è maggiorata da una seminorma della forma

pλ(x) =
∑
i≥0

λi |xi|

per qualche λ ∈ [0,∞)N.

Corollario 8.21.
La famiglia {pλ}λ∈[0,∞)N è una famiglia di seminorme che topologizza CC .

Osservazione 8.22.
CC è completo sequenzialmente.

Dimostrazione.
Ogni successione di Cauchy è limitata quindi, poiché gli Xn sono chiusi negli Xn+k,
si ha per (A.17) che la successione è contenuta in qualche Xn e gli Xn sono completi.

Osservazione 8.23.
CC non è metrizzabile, quindi in particolare non è di Fréchet.

Dimostrazione.
Supponiamo per assurdo che CC sia metrizzabile. La famiglia {CC \Xn}n∈N è nu-
mebrabile e di aperti densi in spazio metrico completo CC (densi perché sottospazi
hanno parte interna vuota), quindi per il teorema di Baire (4.17)

CC =
⋂
n

CC \Xn = ∅ = ∅,

che è assurdo.

Osservazione 8.24.
Ogni forma lineare su CC è continua (perché continua quando ristretta a Rn), quindi

(CC)
∗ = RN

in quanto una forma lineare è identificata dai valori che assume su una base.

Esercizio 8.25.
Il duale di RN con la topologia prodotto delle topologie di seminorme

{
∥·∥∞,[0,n]

}
n≥0

è CC , infatti la topologia prodotto è σ(RN, CC).
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Esercizio 8.26.
Proviamo che la topologia di CC come limite induttivo stretto di SVT coincide con
la topologia limite topologico τ∞.

Dimostrazione.
In questa topologia A ⊆ CC è aperto se e solo se per ogni n si ha A ∩Xn aperto di
Xn. In particolare tale A è aperto nella topologia LF di CC .

Dalla definizione è evidente che LF è invariante per traslazioni quindi per vedere
che le due topologie coincidono basta vedere che ogni intorno di 0 in τ∞ contiene un
intorno di 0 di LF .

Vogliamo2 definire una successione (λi) ⊆ R+ tale che {pλ ≤ 1} ⊆ V , cioè per

ogni n ∈ N e ogni x =
∑n−1

i=0 xiei ∈ Xn ⊆ CC , se
∑n−1

i=0 λi |xi| ≤ 1 allora x ∈ V .
Definiti λ0, · · · , λn−1 con questa proprietà allora per ogni s ≥ 0 consideriamo

Ks =

{
x ∈ Xn |

n−1∑
i=0

λi |xi|+ s |xn| ≤ 1

}
\ V.

Ogni Ks è un compatto di Xn, inoltre s 7→ Xs è decrescente per inclusione (s più
grade è un vincolo più forte).

Notiamo che
⋂

s>0Ks = ∅, infatti se esistesse un elemento di questa intersezione
allora la coordinata xn sarebbe nulla, cioè x ∈ Xn−1, ma per il passo induttivo
abbiamo vuoto.

Dunque per compattezza esiste s̃ > 0 tale che Ks̃ = ∅. Definiamo λn = s̃.

Corollario 8.27.
Per ogni spazio topologico X, f : CC → X è continua se e solo se f |Xn

continua.

Poiché su Xn continua equivale a sequenzialmente continua, f è continua se e solo
se è sequenzialmente continua.

8.2.2 Lo spazio C0
C(Ω)

Definizione 8.28 (Continue a supporto compatto).
Fissato Ω ⊆ Rn aperto consideriamo lo spazio C0

C(Ω) come limite induttivo stretto
degli spazi di Banach

C0
K = {f : Rn → R | supp f ⊆ K}

al variare di K ∈ k(Ω).

Osservazione 8.29.
Possiamo equivalentemente considerare il limite di C0

Kj
con Kj compatti, Kj ⊆

int(Kj+1) e
⋃
Kj = Ω.

Osservazione 8.30.
C0

Kj
è chiuso in C0

Kj+1
quindi per proprietà generali dei limiti induttivi stretti (A.17)

1. A limitato in C0
C(Ω) se e solo se A è contenuto e limitato in qualche C0

K

2. C0
K sono sottospazi chiusi di C0

C(Ω).

3. C0
C(Ω) è localmente convesso, sequenzialmente completo ma non metrizzabile

(di nuovo per Baire (4.17)).

2questo basta perché {pλ ≤ 1} contiene un aperto.
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Esercizio 8.31.
La topologia LF di C0

C(Ω) è STRETTAMENTE meno fine della topologia di limite
induttivo topologico.

Notazione 8.32.
Poniamo C0(Ω)+ = {σ : Ω→ R+ continue}.

Proposizione 8.33 (Costruzione di una famiglia di seminorme).
La famiglia {pσ}σ∈C0(Ω)+

di seminorme date da

pσ(u) = ∥σu∥∞ ∀u ∈ C0
C(Ω)

topologizza lo spazio C0
C(Ω).

Dimostrazione.
Diamo alcune definizioni:

• Sia φ(x) =
1

dist(x,Ωc)
+ ∥x∥. Nota che {φ ≤ c} è compatto perché φ tende a

∞ vicino ai bordi.

• Posto Ki = {x ∈ Ω | |φ(x)− i| ≤ 1} ∈ k(Ω) si ha Ω =
⋃

i≥0 int(Ki) e Ki∩Kj =
∅ se |i− j| ≥ 2.

• Poniamo ηj = (1−|φ(x)− j|)+, segue che ηj ∈ C0
C(Ω), 0 ≤ ηj ≤ 1, supp ηj ⊆ Kj

e
∑

j≥0 ηj = 1 in quanto, per ogni t,∑
j≥0

(1− |t− j|)+ = 1.

Sia U aperto convesso diO in C0
C(Ω). Vogliamo trovare σ ∈ C0(Ω) tale che {pσ ≤ 1} ⊆

U (cioè la topologia indotta da {pσ} è più fine della LF ).

Per j ≥ 0 sia δj = inf
{
∥u∥∞ | u ∈ C0

Kj
\ U
}
, che è strettamente positiva (in

quanto U ∩ C0
K è intorno di 0 in C0

Kj
) e contiene la palla{

∥u∥∞ < δ, u ∈ C0
Kj

}
.

Definiamo ρ ∈ C0(Ω)+ come segue: sia εj il minimo di
{
2−j−2δj−1, 2

−j−1δj , 2
−jδj+1

}
e consideriamo la funzione

ρ =
∑
j≥0

εjηj

questa funzione è positiva, è una combinazione convessa di tre degli εj . Sia σ = 1
ρ .

Notiamo ora che per ogni u ∈ C0
C(Ω) tale che

|u(x)| ≤ ρ(x)

si ha u ∈ U (cioè {∥σ(u)∥∞ ≤ 1} ⊆ U), infatti se |u| ≤ ρ allora per ogni i si ha
uηi ∈ C0

Ki
e

|uηi| ≤ ρηi =
∑
i≥0

εjηjηi =
∑

i−1≤j≤i+1

εjηj ≤ max
i−1≤j≤i+1

{εj} ≤ 2−i−1δi
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quindi
∣∣2i+1uηi

∣∣
∞ ≤ δi e siccome 2i+1uηi ∈ C0

Ki
allora per la scelta di Ki si ha

2i+1uηi ∈ U . Allora

u =
∑
i

uηi =
∑
i

2−i−1(2i+1uηi)

e dato che U è convesso questo mostra u ∈ U .
L’altra inclusione delle topologie deriva da: per ogni j, C0

Kj
↪→ C0

C è continua

rispetto alla famiglia di seminorme {pσ} e quindi questa topologia è meno fine della
topologia limite. La continuità segue perché per ogni u ∈ C0

K e ogni σ ∈ C0(Ω)+ si
ha

pσ(u) = ∥σu∥∞ ≤ ∥σ∥∞,K ∥u∥∞ .

Osservazione 8.34.
Data f ∈ C0(Ω) possiamo considerare su C0

C(Ω) l’operatore di moltiplicazione per f :

Mf :
C0

C(Ω) −→ (C0
b (Ω), ∥·∥∞)

u 7−→ fu
.

La topologia di C0
C(Ω) (LF ) coincide con la topologia debole della famiglia {Mf},

cioè è la topologia iniziale associata a questa famiglia.

8.2.3 Lo spazio D(Ω)
Definizione 8.35.
Poniamo

D(Ω) = {f ∈ C∞(Ω) | ∃K ∈ k(Ω) t.c. supp f ⊆ K} .

Osservazione 8.36.
Possiamo dare a D(Ω) la topologia di limite induttivo stretto degli C∞

K .

Osservazione 8.37.
Come prima, su C∞

K questa è la topologia indotta dalle seminorme {pm}m≥0 con

pm(f) = max
|α|≤m

∥∂αf∥∞

che inducono topologia di SVTLC, metrico completo (cioè di Fréchet).

Osservazione 8.38.
A ⊆ D(Ω) è limitato se e solo se è contenuto e limitato in C∞

K .

Diamo una seconda descrizione della topologia di D(Ω) in termini di seminorme.

Definizione 8.39.
Dati σ, µ : Ω→ R+ continue definiamo la seminorma pσ,µ su D(Ω) come

pσ,µ(u) = max
x∈Ω
α∈Nn

|α|≤µ(x)

|σ(x)∂αu(x)| ∀u ∈ D(Ω) =
⋃

K∈k(Ω)

C∞
K .

Abbiamo buona definizione perché per ogni u in D(Ω) esiste K compatto tale che
u ∈ C∞

K , quindi il massimo ha senso in quanto basta considerare x ∈ K al posto di
x ∈ Ω.

Definizione 8.40 (Funzione propria).
f : X → R funzione continua è propria se {f ≤ c} è compatto in X.
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Osservazione 8.41 (Formula di Newton per derivate).
Vale l’identità

∂β(u · v) =
∑
α≤β

(
β

α

)
∂αu∂β−αv

dove (
β

α

)
=

∏
1≤i≤n

(
βi
αi

)
.

Proposizione 8.42.
La topologia LF di D(Ω) è indotta dalle seminorme {pσ,µ}.

Dimostrazione.
Mostriamo che LF è più fine:

Se {pm} sono le seminorme date prima che topologizzano C∞
K e u ∈ C∞

K allora

pσ,µ(u) ≤ ∥σ∥∞,K · p∥µ∥∞,K
(u)

dunque le inclusioni C∞
K in D(Ω) sono continue per le seminorme {pσ,µ}, ovvero per

ogni K è continua
(C∞

K , {pm}) ↪→ (D(Ω), {pσ,µ})

e quindi è continua anche la mappa identità

(D(Ω), LF )→ (D(Ω), {pσ,µ})

per definizione di topologia limite induttivo.

Mostriamo ora che LF è meno fine:
Sia φ : Ω→ R di classe C∞ con φ(x) > 0 per ogni x ∈ Ω e propria.
Definiamo a mano una partizione dell’unità:

• Definiamo Ki = {x ∈ Ω | |φ(x)− i| ≤ 1} ∈ k(Ω)

• Sia g : R → R ci classe C∞ con 0 ≤ g ≤ 1, supp g ⊆ [−1, 1], g(t) = g(−t),
g(t) + g(1− t) = 1, cioè ∑

j≥0

g(t− j) = 1 ∀t ≥ 0

• Sia ηi(x) = g(φ(x)− i).

Nota che 0 ≤ ηi ≤ 1, ηi ∈ C∞,
∑

i≥1 ηi(x) = 1 per ogni x ∈ Ω, supp ηi ⊆ Ki e
ηiηj = 0 se |i− j| ≥ 2.

Sia U un intorno di 0 convesso3 in (D(Ω), LF ), allora per ogni i ≥ 0 si ha U ∩C∞
Ki

è un intorno di 0 in C∞
Ki

per definizione, quindi esistono mi ∈ N e δi > 0 tali che{
f ∈ C∞

Ki
| pmi(f) ≤ δi

}
⊆ U.

Definiamo σ, µ ∈ C0(Ω)+ incollando i numeri δi e mi con la partizione di unità {ηi}:

• ℓi ≑ max|i−j|≤1mj = max {mi−1,mi,mi+1}

• µ(x) =
∑

j≥0 ℓiηj

3sappiamo che LF è una topologia di SVTLC
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• quindi per ogni i ≥ 0 si ha mi ≤ min|1−j|≤1 ℓi = min {ℓi−1, ℓi, ℓi+1} e per ogni
x ∈ Ki

µ(x) =
∑

|i−j|≤1

ℓjηj ≥ min
|i−j|≤1

ℓi

(∑
i

ηi

)
= min

|i−j|≤1
ℓi ≥ mi.

• ni = 2−i−1−mipmi
(ηi)

−1δi

• εi = min|i−j| nj

• Per ogni i ≥ 0
ni ≥ max {εi−1, εi, εi+1} .

• Definiamo σ(x) =
(∑

i≥0 εiηi

)−1

.

• Per ogni x ∈ Ki

σ(x)−1 =
∑
j≥0

εjηj =
∑

|i−j|≤1

εjηj ≤ max
|j−i|≤1

εj ≤ ni

Dunque per ogni i ≥ 0 e x ∈ Ki

µ(x) ≥ mi, σ(x)−1 ≤ ni

quindi
{f ∈ D(Ω) | pσ,µ(f) < 1} ⊆ U

infatti se f appartiene a questo insieme allora per ogni i ≥ 0 la funzione 2i+1ηif
appartiene a C∞

Ki
e ha seminorma pmi

minore di δi, cioè per ogni β tale che |β| ≤ mi

si ha

∣∣∂β(2i+1ηif)
∣∣ =2i+1

∣∣∂β(ηif)∣∣ = 2i+1

∣∣∣∣∣∣
∑
α≤β

(
β

α

)
∂β−αηi∂

αf

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤2i+1

∑
α≤β

(
β

α

) pmi
(ηi)

(
σ(x) max

|α|≤mi

|∂αf |
)
σ(x)−1

|β|≤mi

|α|≤mi≤µ(x)

≤

≤2i+1+mipmi
(ηi) · pσ,µ(f) · σ(x)−1

σ(x)−1≤ni

≤
≤2i+1+mipmi

(ηi) · pσ,µ(f) · 2−i−1−mipmi
(ηi)

−1δi =

=pσ,µ(f)δi < 1 · δi.

Dunque se pσ,µ(f) < 1, la funzione 2i+1ηif è tale che

pmi
(2i+1ηif) ≤ 1

quindi, poiché C∞
Ki
∩ {pmi

≤ δi} ⊆ U , questo mostra che 2i+1ηif ∈ U e quindi

f =
∑
i≥0

2−i−1(2i+1ηif)

è combinazione convessa finita di elementi di U e poiché abbiamo preso U convesso
questo conclude.
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Esercizio 8.43.
La moltiplicazione (puntuale)

D(Ω)×D(Ω) −→ D(Ω)
(f, g) 7−→ fg

è continua? S̀ı.
Sono continue la moltiplicazioni

C0
C(Ω)× C0

C(Ω) −→ C0
C(Ω)

(f, g) 7−→ fg
e
CC × CC −→ CC

(f, g) 7−→ fg
?

Solution.
Usare le seminorme e la caratterizzazione di continuità per le bilineari (4.32). □

8.3 Altre proprietà di D(Ω)
8.3.1 Spazi barilati

Definizione 8.44 (Botte e spazi barilati).
Una botte o barile in X SVTLC è un insieme

• assorbente

• assolutamente convesso

• chiuso.

Affermiamo che X è uno spazio botte / spazio barilato (barreled space) se ogni
barile è un intorno di 0.

Osservazione 8.45.
Ogni spazio di Fréchet è uno spazio botte.

Dimostrazione.
Riadatta dimostrazione di Banach-Steinhaus (4.27):
Se B ⊆ X botte allora X =

⋃
nB in quanto assorbente. Per Baire (4.17) uno degli

nB (e quindi B) ha parte interna non vuota. Poiché

1

2
(int(B)− int(B)) ⊆ 1

2
(B −B) = B

si ha che B è intorno di 0.

Osservazione 8.46.
Limiti induttivi di spazi barilati sono barilati.

Dimostrazione.
Sia X∞ = lim−→Xn con Xn barilati. Sia B ⊆ X∞ botte. Allora per ogni n si ha B∩Xn

botte in Xn (assorbente, assolutamente convesso perché Xn sottospazio vettoriale,
chiuso perché Xn ↪→ X∞ continua). Allora B ∩ Xn è intorno di 0 per ogni n ed è
convesso, quindi B è un intorno di 0 in X∞.

Corollario 8.47.
Ogni LF -spazio (limite induttivo di Fréchet) è barilato. In particolare anche D(Ω).
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8.3.2 Spazi Bornologici

Definizione 8.48 (Spazi Bornologici).
Un insieme B ⊆ X SVT si dice Bornofago se assorbe ogni insieme limitato.

X SVTLC è Bornologico se ogni sottoinsieme (assolutamente)convesso4 e bornofago
è un intorno di 0.

Proposizione 8.49.
Se X è SVT I-numerabile e C ⊆ X non è un intorno di 0 allora C non è assorbente.

Dimostrazione.
Se C non è intorno di 0 allora esiste una successione (xn) con xn /∈ C per ogni n e
tale che xn → 0.

Se p è una paranorma per X (2.36) allora p(xn) → 0 a meno di estrarre una
sottosuccessione. Si può quindi assumere p(xn) = o(1/n). Sia yn = nxn /∈ nC. Nota
che

p(yn) = p(nxn) ≤ np(xn) = o(1)

quindi {yn} è limitato in quanto yn → 0 ma non è assorbito da C per costruzione.

Corollario 8.50.
Ogni SVTLC I-numerabile è bornologico.

Fatto 8.51.
Ogni limite induttivo di spazi bornologici è bornologico

Dimostrazione.
Se Xn bornologici con limite X∞ allora sia B convesso e bornofago in X∞, allora
B ∩Xn è ancora convesso. B ∩Xn è ancora bornofago perché ogni limitato in Xn è
limitato in X∞ per continuità delle inclusioni. Quindi B ∩Xn è intorno di 0 convesso
in Xn e quindi B stesso è intorno di 0 convesso di X∞.

Corollario 8.52.
Ogni spazio LF è bornologico e quindi in particolare anche D(Ω).

4chiedere assolutamente convesso o convesso è equivalente
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Capitolo 9

Distribuzioni

Definizione 9.1 (Distribuzione).
Fissato Ω ⊆ Rn aperto, una distribuzione è una forma lineare e continua su D(Ω).
Lo spazio delle distribuzioni è dunque il duale topologico di D(Ω), cioè D(Ω)∗, che
però in questo contesto viene spesso indicato D′(Ω) per ragioni storiche.

Osservazione 9.2.
u : D(Ω)→ R lineare è una distribuzione SE è continua, cioè se per ogni K ∈ k(Ω) si
ha che

u|C∞
K

: C∞
K → R

è continua, o equivalentemente se per ogni K ∈ k(Ω) esistono m ∈ N e C > 0 tali che

|⟨u, f⟩| ≤ Cpm(f) ∀f ∈ C∞
K .

Definizione 9.3 (Ordine di una distribuzione).
Se m ∈ N è tale che per ogni K ∈ k(Ω) esiste C > 0 tale che

|⟨u, f⟩| ≤ Cpm(f) ∀f ∈ C∞
K .

si dice che u ha ordine minore o uguale a m. Se non esiste un tale m diciamo che
u ha ordine ∞, mentre se esite allora l’ordine di u è il minimo tale m. Indichiamo
l’ordine di u con ord(u).

Osservazione 9.4.
Intuitivamente l’ordine è “il massimo ordine di derivate” che può apparire scrivendo
u esplicitamente.

Esempio 9.5.
La valutazione in un punto è una distribuzione di ordine 0. La valutazione della prima
derivata in un punto è una distribuzione di ordine 1.

Osservazione 9.6.
Valgono:

• Per ogni K ∈ k(Ω) e per ogni fj → 0 in C∞
K vale ⟨u, fj⟩ → 0.

• Per ogni fj → 0 in D(Ω), ⟨u, fj⟩ → 0.

• Per (8.42) esistono σ, µ tali che

|⟨u, f⟩| ≤ pσ,µ(f) ∀f ∈ D(Ω)
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Definizione 9.7 (Integrabili su compatti).
Definiamo le funzioni integrabili su compatti L1

loc(Ω) come le funzioni u su Ω tali
che per ogni K ∈ k(Ω) si ha u|K ∈ L

1(K).

Definizione 9.8 (Inclusione delle localmente integrabili nelle distribuzioni).
Definiamo

T :
L1
loc(Ω) −→ D′(Ω)

u 7−→ Tu :
D(Ω) −→ R
f 7−→

∫
Ω
fu dx

Proposizione 9.9.
La mappa T è ben definita e iniettiva.

Dimostrazione.
L’integrale

∫
Ω
fu dx è ben definito perché f ha supporto compatto ed è continua

(quindi uf = u|Kf è integrabile). Tu è continua su ogni C∞
K perché

|⟨Tu, f⟩| ≤ ∥µK∥1 ∥f∥∞ =
∥∥∥µ|K∥∥∥ p0(f).

L’iniettività è evidente perché se u ̸= v in L1
loc allora esiste un insieme di misura non

negativa dove non coincidono, opportune mollificazioni della caratteristica di questo
insieme mostrano che Tu ̸= Tv.

Esempio 9.10.
Le seguenti sono distribuzioni:

1. Valutazioni di derivate: Sia x0 ∈ Ω allora le seguenti mappe sono distribu-
zioni per ogni α

D(Ω) −→ R
f 7−→ ∂αf(x0)

in quanto |∂αf(x0)| ≤ pm(f) per m = |α|.

2. Integrale contro u ∈ L1
loc fissata: l’immagine di T , cioè le mappe della forma

Tu :
D(Ω) −→ R
f 7−→

∫
Ω
fu dx

sono distribuzioni.

3. Se (xj) ⊆ Ω con xj che esce da ogni compatto definitivamente (va verso il bordo)
allora

D(Ω) −→ R
f 7−→

∑∞
i=0 ∂

αif(xi)

è una distribuzione (qualunque sia la successione degli αi ∈ Nn che consideriamo,
tanto su ogni compatto la somma è finita).

Definizione 9.11 (Bracket di Iverson).
Il Bracket di Iverson per una condizione booleana φ su un insieme A è la funzione
caratteristica di quella condizione, cioè

[x] = χ{x∈A|φ(x)}.
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Definizione 9.12.
Dato Ω ⊆ Rn aperto definiamo

Θ = {θ : Ω× Nn → [0,∞), “localmente finita”}

cioè per ogni x ∈ Ω esiste U intorno di x tale che per ogni y ∈ U

{α ∈ Nn | θ(y, α) ̸= 0} è finito.

Osservazione 9.13.
Se θ ∈ Θ allora per ogni K ∈ k(Ω) si ha che esiste N ∈ N tale che per ogni x ∈ K e
per ogni |α| ≥ N vale θ(x, α) = 0.

Osservazione 9.14.
Ogni θ ∈ Θ è maggiorato da una θ̃ della forma

θ̃(x, α) = σ(x)[|α| ≤ µ(x)]

dove σ, µ ∈ C0(Ω)+ e [·] è il Bracket di Iverson,

µ(x) = max {|α| | θ(x, α) ̸= 0}

eccetera (vedi capitolo precedente).

Notazione 9.15.
Per ogni θ ∈ Θ e u ∈ D(Ω) poniamo

∥u∥θ = ∥θ · ∂•u(•)∥∞,Ω×Nn

9.1 Estensioni e operazioni sulle distribuzioni

9.1.1 Estensioni

Possiamo considerare estensioni di operatori su D(Ω) a operatori su D′(Ω) tramite le
inclusioni

D(Ω) ⊆ C1(Ω) ⊆ L1
loc

T
⊆ D′(Ω)

dove come prima

T :
L1
loc(Ω) −→ D′(Ω)

u 7−→ Tu :
D(Ω) −→ R
f 7−→

∫
Ω
fu dx

Osservazione 9.16.
Ponendo ⟨Tu, φ⟩ =

∫
Ω
uφdx, per ogni K ∈ k(Ω) e φ ∈ C∞

K si ha

|⟨Tu, φ⟩| ≤ CK ∥φ∥∞ dove CK =

∫
K

|u| dx = ∥u∥1,K e ∥φ∥∞ = p0(φ).

Esercizio 9.17.
La mappa lineare T : L1

loc(Ω)→ D′(Ω) è continua rispetto alle topologie

• Su L1
loc(Ω) consideriamo la topologia di spazio di Fréchet indotta dalle norme{

∥·∥1,K
}
K∈k(Ω)

.
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• Su D′(Ω) consideriamo la topologia debole σ(D′(Ω),D(Ω)).

Dimostrazione.
T è continua per queste topologie se e solo se per ogni φ ∈ D(Ω) si ha che

L1
loc(Ω) −→ R
u 7−→ ⟨Tu, φ⟩

è continua e questo è vero se e solo se per ogni K ∈ k(Ω) esiste C tale che per u ∈ C∞
K

|⟨Tu, φ⟩| ≤ C ∥u∥1,K = C

∫
K

|u| dx

ma questo è vero perché

|⟨Tu, φ⟩| =
∣∣∣∣∫

Ω

uφdx

∣∣∣∣ ≤ ∫
K

|u| dx ∥φ∥∞ = ∥u∥1,K ∥φ∥∞ .

Notazione 9.18.
Se non c’è pericolo di confusione consideriamo T come una inclusione e scriviamo
L1
loc ⊆ D′(Ω) e Tu = u. Spesso si usa anche u(φ) al posto di ⟨Tu, φ⟩ = ⟨u, φ⟩.

Definizione 9.19 (Funzioni nulle al bordo).
Definiamo C0(X) come

C0(X) =
{
f ∈ C(X) | lim

x→∞
f(x) = 0 in X̃

}
dove X̃ = X ∪ {∞} è la compattificazione di Alexandroff.

Proposizione 9.20 (Distribuzioni di ordine limitato si estendono a (Cm
0 )∗).

Le distribuzioni di ordine minore o uguale a m si estendono a funzionali lineari
continui su tutto

Cm
0 (Ω) = C∞

C (Ω)
Cm(Ω)

=
{
f ∈ Cm(Ω) | ∀ |α| ≤ m, ∂αf ∈ C0

0 (Ω)
}
.

Dimostrazione.
Se u ∈ D′(Ω) ha ordine ≤ m allora è continua per la topologia indotta da Cm(Ω)
(infatti per ogni K ∈ k(Ω) esiste CK tale che |u(φ)| ≤ CKpm(φ)). Quindi si estende
per continuità in modo unico a una forma lineare continua sulla chiusura (per la
topologia di Cm), cioè Cm

0 (Ω) ⊆ Cm(Rn):
Fissiamo K ∈ k(Ω) e sia dist(K,Ωc) = ε. Sia φ funzione C∞ non negativa con

supporto contenuto in B(0, ε/4) e tale che
∫
φ = 1. Sia

η = φ ∗ χK+ ε
4B
.

Per costruzione η = 1 su K e η = 0 in Ω \ K + ε
2B. Quindi dato K ∈ k(Ω) esiste

η ∈ C∞
C (Ω) con 0 ≤ η ≤ 1 e η|K = 1.

Concludere mostrando che la chiusura in Cm(Ω) di C∞
C (Ω) è Cm

0 (Ω) usando
l’approssimazione via convoluzioni e la moltiplicazione per η.
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9.1.2 Derivazione

Proposizione 9.21.
L’operatore ∂i di derivazione su D(Ω) si estende ad un operatore su D′(Ω) nel senso
di sopra ponendo

∂i = −∂∗i :
D′(Ω) −→ D′(Ω)
u 7−→ −u ◦ ∂i

Dimostrazione.
Per u ∈ C1(Ω) e ∂iu ∈ C0(Ω) si ha che u e ∂iu appartengono a L1

loc(Ω). Le distribuzioni

Tu e T∂iu sono legate dalla relazione data dall’integrazione per parti1:

⟨Tu, ∂iφ⟩ =
∫
Ω

u∂iφdx = −
∫
Ω

∂iuφdx = −T∂iuφ

cioè T∂iu = −Tu ◦ ∂i (qùı ∂i è inteso in senso classico).

Definendo quindi

∂i :
D′(Ω) −→ D′(Ω)
u 7−→ −u ◦ ∂i

abbiamo una estensione di ∂i a D′(Ω). Il codominio è effettivamente D′(Ω) perché
∂i : D(Ω) → D(Ω) è lineare e continua, quindi −u ◦ ∂i è composizione di due mappe
lineari e continue.

Osservazione 9.22.
Più in generale è definito ∂α su D′(Ω) e vale ⟨∂αu, φ⟩ = (−1)|α| ⟨u, ∂αφ⟩.

Osservazione 9.23.
ord(∂iu) ≤ ord(u) + 1.

9.1.3 Moltiplicazione per funzione liscia

Notazione 9.24.
Definiamo E(Ω) = C∞(Ω).

Osservazione 9.25.
Se f ∈ E(Ω) è definito un operatore lineare

Mf :
D(Ω) −→ D(Ω)
φ 7−→ fφ

Osservazione 9.26.
Mf è continuo.

Dimostrazione.
A livello dei C∞

K il supporto resta contenuto in K dopo la moltiplicazione e

pm,K(Mf (φ)) =pm,K(fφ) = max
|α|≤m

∥∂α(fφ)∥∞ =

= max
|α|≤m

∥∥∥∥∥∥
∑
β≤α

(
α

β

)
∂βf∂α−βφ

∥∥∥∥∥∥
∞

≤

≤(2mpm,K(f))pm(φ).

1i termini al bordo spariscono perché tutto ha supporto compatto.
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Osservazione 9.27.
Applicando T è definito un operatore di moltiplicazione sulle distribuzioni

Mf :
D′(Ω) −→ D′(Ω)
u 7−→ fu

dove
(fu)(φ) = u(φf).

9.2 Distribuzioni di ordine limitato come misure

Osservazione 9.28.
C’è una immersione isometrica

Cm
0 (Ω) −→ C0

0 (Ω̃)
N

φ 7−→ (∂αφ)|α|≤m

dove N = # {α ∈ Nn | |α| ≤ m} e Ω̃ è la compattificazione di Ω a un punto.

Segue che Cm
0 (Ω)∗ ↪→ (C0

0 (Ω)
∗)N per Hahn-Banach (3.2).

Fatto 9.29.
Se u ∈ D′(Ω) con ord(u) ≤ m, quindi tale che si estende a u ∈ Cm

0 (Ω)∗ (9.20),
allora grazie a Cm

0 (Ω)∗ ↪→ (C0
0 (Ω)

∗)N otteniamo che esistono N misure di Radon2

{µα}|α|≤m tali che

⟨u, φ⟩ =
∑

|α|≤m

∫
Ω

φdµα =
∑

|α|≤m

φραdνα

con να ≥ 0 e |ρ| ≤ 1.

Osservazione 9.30.
Queste misure non sono uniche perché abbiamo usato Hahn-Banach (3.2) per esten-

dere u da Cm
0 (Ω) a C0

0 (Ω̃)
N .

Osservazione 9.31.
Le distribuzioni di ordine 0 sono misure di Radon, cioè

ord(u) = 0 =⇒ u(φ) =

∫
Ω

φdµ µ misura relativa finita sui compatti.

Fatto 9.32.
Ogni distribuzione positiva u ∈ D′(Ω), cioè tale che u(φ) ≥ 0 per ogni φ ∈ D(Ω) tale
che φ ≥ 0 ha ordine 0.

Dimostrazione.
Per ogni K ∈ k(Ω) sia η ∈ C∞(Ω) con 0 ≤ η ≤ 1 con supp η ⊆ Ω e η = 1 su K.
Allora per ogni φ ∈ C∞

K vale
∥φ∥∞ η ± φ ≥ 0

infatti su un punto di K η = 1 e quindi applico la definizione di ∥·∥∞, mentre su un
punto che non appartiene a K abbiamo φ = 0 e quindi la disuguaglianza continua a
valere. Dunque

u(∥φ∥∞ η ± φ) = ∥φ∥∞ u(η)± u(φ) ≥ 0

e quindi |u(φ)| ≤ u(η) ∥φ∥∞ = CKp0(φ), cioè u ha ordine 0.
2boreliane, finite sui compatti, regolari da fuori sui Boreliani e regolari da dentro per gli aperti.
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9.3 Successioni di distribuzioni

Proposizione 9.33.
Sia (uj) ⊆ D′(Ω) una successione convergente puntualmente, cioè (uj(φ)) converge
in R per ogni φ ∈ D(Ω). Allora il limite

u(φ) = lim
j
uj(φ)

definisce una distribuzione u. Inoltre per ogni K ∈ k(Ω) esiste CK ≥ 0 e m ∈ N tale
che per ogni j ≥ 0

|uj(φ)| ≤ CKpm(φ) ∀φ ∈ C∞
K .

Dimostrazione.
Sia K ∈ k(Ω). Notiamo che uj |C∞

K

è una successione puntualmente limitata su C∞
K

(per ogni φ ∈ C∞
K si ha |uj(φ)| ≤ Cφ). Siccome C∞

K è uno spazio di Fréchet (e quindi
di Baire) per Banach-Steinhaus (4.27) la successione (uj |C∞

K

) è limitata in C∞
K , cioè

vale la disuguaglianza affermata.
Allora questa stima vale anche per u limite puntuale, il quale è anche ovviamente

lineare, quindi u ∈ D′(Ω).

Corollario 9.34.
Se (φj) ⊆ D(Ω) è una successione convergente in D(Ω) a φ allora

uj(φj)→ u(φ)

Dimostrazione.
φj → φ implica che esiste K ∈ k(Ω) tale che φj ∈ C∞

K e φj → φ in C∞
K e ora

che sappiamo che tutte le funzioni hanno supporto nello stesso K possiamo usare la
disguguaglianza

|uj(φj)| ≤ CKpm(φj)→ 0

dove per l’ultimo limite ho supposto senza perdita di generalità φ = 0 (altrimenti
sostituisco φj con φj − φ).

9.4 Distribuzioni sono un fascio

Proposizione 9.35.
Il funtore D′ : (Aperti di Rn)op → (SV TLC) definisce un fascio, cioè:

1. Per ogni aperto Ω di Rn è ben definito D′(Ω).

2. Per ogni contenimento U ⊆ V ⊆ Rn di aperti abbiamo una funzione di restri-
zione

ρVU : D′(V )→ D′(U)

tale che ρUU = idD′(U) e se U ⊆ V ⊆W allora

ρVU ◦ ρWV = ρWU .

3. Se Ω aperto ammette un ricoprimento aperto {Ωi} e u ∈ D′(Ω) allora ρΩΩi
(u) ≑

ui = 0 per ogni i implica che u = 0.
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4. Se Ω aperto ammette un ricoprimento aperto {Ωi} e per ogni i abbiamo ui ∈
D′(Ωi) tali che

ρΩi

Ωi∩Ωj
(ui) = ρ

Ωj

Ωi∩Ωj
(uj)

per ogni coppia i, j allora esiste u ∈ D′(Ω) tale che ρΩΩi
(u) = ui.

Dimostrazione.
Mostriamo le varie proprietà:

1. Ovvio.

2. Dati due aperti U ⊆ V ⊆ Rn esiste una inclusione

D(U) =
⋃

K∈k(U)

C∞
K ↪→ D(V ) =

⋃
K∈k(V )

C∞
K

e quindi un operatore di restrizione

ρVU : D′(V )→ D′(U).

Questo operatore chiaramente rispetta le due proprietà.

3. Sia u ∈ D(Ω) tale che
u|Ωj

= ρΩΩj
(u) = 0.

Per ogni φ in D(Ω) esiste F ⊆ I finito tale che K = suppφ ⊆
⋃

j∈F Ωj . Esiste inoltre
una partizione di unità {ηj}j∈F ⊆ D(Ω) tale che

ηj ∈ D(Ωj) e
∑
j∈F

ηj = 1 su K.

Allora f =
∑

j∈F fηj e u(f) =
∑

j∈F u(fηj) = 0 in quanto u|Ωj
= 0.

4. Sia {Ωi} un ricoprimento aperto di Ω e per ogni i abbiamo ui ∈ D′(Ωi) tali che

ρΩi

Ωi∩Ωj
(ui) = ρ

Ωj

Ωi∩Ωj
(uj)

per ogni coppia i, j. Definiamo u(φ) per φ ∈ D(Ω) come segue:

Sia K ∈ k(Ω) tale che φ ∈ C∞
K e sia F ⊆ I finito tale che K ⊆

⋃
i∈F Ωi. Siano

{ηj}j∈F ⊆ C
∞(Ω) tali che supp ηj ⊆ Ωj , 0 ≤ ηj ≤ 1 e

∑
j∈F ηj = 1 su K. Poniamo

u(φ) =
∑
j∈F

uj(φηj)

Notiamo che φηj ∈ D(Ωj) quindi ha senso valutare uj nel prodotto. La definizione
non dipende dalla famiglia {ηj} in quanto se η′j ha le stesse proprietà allora

∑
j∈F

uj(φηj) =
∑
j∈F

uj

(∑
i∈F

φηjη
′
i

)
=
∑
i,j∈F

uj(φηjη
′
i)

ipotesi
=

=
∑
i,j∈F

ui(φηjη
′
i) =

∑
i∈F

ui(φη
′
i).

Per costruzione u eredita la linearità e la continuità delle ui, quindi è un elemento di
D′(Ω).
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Osservazione 9.36.
Si può considerare più in generale il fascio delle distribuzioni su una varietà C∞ di
dimensione n, basta incollare i fasci di distribuzioni su un ricoprimento di aperti
omeomorfi a Rn.

9.4.1 Distribuzioni a supporto compatto

Definizione 9.37 (Supporto di una distribuzione).
Fissiamo una distribuzione u ∈ D′(Ω). Sia Ω0 il più grande aperto tale che u|Ω0

= 0.

Il chiuso Ω \ Ω0 si dice supporto di u e si indica supp(u).

Osservazione 9.38.
Ω0 è ben definito in quanto è l’unione di tutti gli aperti dove u si restringe alla mappa
nulla: Poiché D′ è un fascio (9.35) e per definizione u|Ω0

ha tutte le restizioni a U ⊆ Ω0

aperto banali, u|Ω0
= 0.

Definizione 9.39 (Distribuzione a supporto compatto).
Se supp(u) è compatto, u si dice a supporto compatto. Scriviamo l’insieme delle
distribuzioni a supporto compatto con D′

C(Ω).

Proposizione 9.40.
Se u ∈ D′

C(Ω) e K ∈ k(Ω) allora valgono le implicazioni dall’alto verso il basso

1. supp(u) ⊆ int(K).

2. Esistono C ≥ 0 e m ∈ N tali che per ogni φ ∈ D(Ω) si ha

|u(φ)| ≤ Cpm,K(φ),

cioè u è continua.

3. supp(u) ⊆ K.

Dimostrazione.
Mostriamo le due implicazioni

1. =⇒ 2. Siano supp(u) ⊆ int(K) e ψ ∈ C∞(Ω) con supp(ψ) ⊆ K e ψ = 1 su un intorno U di
supp(u).

Allora per ogni φ ∈ D(Ω) si ha che (1− ψ)φ è nulla su U , quindi

{(1− ψ)φ ̸= 0} ⊆ Ω \ U =⇒ supp((1− ψ)φ) = {(1− ψ)φ ̸= 0} ⊆ Ω \ U

Segue che (1− ψ)φ e u hanno supporto disgiunto, dunque

0 = u((1− ψ)φ) = u(φ)− u(ψφ),

cioè per ogni φ ∈ D(Ω) si ha
u(φ) = u(ψφ).

Per continuità di u come elemento di D′(Ω), poiché ψφ ∈ C∞
K , esistono m ∈ N e

C ≥ 0 tali che
|u(φ)| = |u(ψφ)| ≤ Cpm,K(ψφ) ≤ C ′pm,K(φ)
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dove l’ultima stima è un conto già visto che usa la formula di Leibnitz3, quindi u è
continua per la topologia indotta4 da E(Ω) su D(Ω).

2. =⇒ 3. Se per ogni φ ∈ D(Ω) vale |u(φ)| ≤ Cpm,K(φ) allora in particolare vale se φ ha
supporto in Ω \K, ma in tal caso pm,K(φ) = 0, cioè u è nulla su D(Ω \K) e quindi
il supporto è contenuto in K.

Corollario 9.41.
Le distribuzioni a supporto compatto in Ω si possono identificare con gli elementi di5

E ′(Ω) = (C∞(Ω))∗.

Dimostrazione.
Se u ha supporto compatto è continua per la topologia indotta da E(Ω) su D(Ω)
e quindi per Hahn-Banach (3.2) si estende ad una forma lineare continua su tutto
E(Ω). Questa estensione è in realtà unica perché D(Ω) è denso in E(Ω). In questo
senso possiamo identificare E ′(Ω) con D′

C(Ω) come spazi vettoriali.

Osservazione 9.42.
Se u ∈ D′

C(Ω) allora ha anche ordine finito per il punto 1. della proposizione sopra
(9.40).

Esempio 9.43 (Non vale 3. =⇒ 2. di (9.40)).
Sia n = 1, Ω = R e consideriamo u ∈ D′(R) tale che

u(φ) =
∑
k≥1

1

k

(
φ

(
1

k

)
− φ(0)

)
, ∀φ ∈ D(R).

La serie è assolutamente convergente perché
∣∣φ( 1k )− φ(0)∣∣ ≤ ∥φ̇∥∞ 1

k per Lagrange e

∑
k≥1

1

k

∣∣∣∣φ(1

k

)
− φ(0)

∣∣∣∣ ≤
∑

k≥1

1

k2

 ∥φ̇∥∞ .

Da questa scrittura si vede anche che u dipende da φ con continuità rispetto alla
norma ∥∂•∥∞.

Se φ ha supporto disgiunto da K = {0} ∪
{

1
k

}
k≥0

allora supp(u) ⊆ K (cioè vale

la condizione 3.).
Eppure non vale la condizione 2. per K infatti per m ∈ N sia φm una funzione

D(Ω) tale che φm = 0 su un intorno di [0, 1
m+1 ] e φm = 1 su un intorno di [ 1m , 1],

allora

φm

(
1

k

)
= χ{k≤m}, φ(j)

m (x) = 0 ∀x ∈ K, ∀j ≥ 1

perciò pm,K(φm) = ∥φm∥∞ = 1 quindi

u(φm) =

m∑
k=1

1

k

3

pm,K(ψφ) = max
|α|≤m

∥∂α(ψφ)∥∞,K = max
|α|≤m

∥∥∥∥∥∥
∑
β≤α

(α
β

)
∂α−βψ∂βvp

∥∥∥∥∥∥
∞,K

≤ 2mpm(ψ)pm,K(φ).

4e quindi potremmo estendere u con Hahn-Banach (3.2).
5la topologia su E(Ω) è quella indotta dalle seminorme

{
pm,K

}
m∈N, K∈k(Ω)

.
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cioè u non è limitata e quindi non esistono m,C tali che

|u(φ)| ≤ Cpm,K(φ) ∀φ ∈ D(R)

Esempio 9.44.
Se K è un singoletto {x0} per x0 ∈ Ω allora le implicazioni di (9.40) si possono
invertire: Se supp(u) = {x0} allora esistono m ∈ N e costanti {cα}|α|≤m tali che per

ogni φ ∈ D(Ω)
u(φ) =

∑
|α|≤m

cα∂
αφ(x0).

Risulta cα = u
(

(x−x0)
α

α!

)
:

u

(
(x− x0)α

α!

)
=
∑

|β|≤m

cβ
α!
∂β((x− x0)α) =

cα
α!
∂α(x− x0)α = cα · 1.

Dimostrazione.
Senza perdita di generalità sia x0 = 0 e u ∈ D′(Ω) con supp(u) = {0}. Scegliamo
η ∈ C∞(Rn) con supp(η) ⊆ B(0, 2) e η|B(0,1)

= 1.

Definiamo

ηε(x) = η
(x
ε

)
⇝ supp(ηε) ⊆ B(0.2ε), ηε|B(0,ε)

= 1

Quindi

∂αηε(x) = ε−|α|∂αη
(x
ε

)
.

Per ogni φ ∈ D(Ω), ηεφ ∈ D(Ω) e (1 − ηε)φ ha supporto su Ω \ B(0, ε), quindi la u
su annulla su questa funzione. Dunque per ogni ε > 0

u(φ) = u(ηεφ)

Mostriamo il seguente caso particolare: se φ ∈ D(Ω) è tale che ∂αφ(0) = 0 per ogni
|α| ≤ m per un qualchem allora u(φ) = 0. In queste ipotesi si ha grazie alla continuità
di u su C∞

B(0,ε0)
e al fatto che ηεφ ∈ D(B(0, ε0)) per ogni ε < ε0 che

|u(φ)| = |u(ηεφ)| ≤ C0pm,B(0,ε0)(ηεφ)

Si conclude che u(φ) = 0 osservando che

pm,B(0,ε0)(ηεφ)
supp(ηε)⊆B(0,ε)

= pm(ηεφ) = o(1)

per ε → 0, cioè ηεφ → 0 in Cm(Rn): poiché ∂αηε(x) = ε−|α|∂αη
(
x
ε

)
si ha pm(ηε) =

ε−mpm(η). D’altra parte dalla formula di Taylor, poiché ∂αφ(0) = 0 per ogni |α| ≤ m,
si ha

|φ(x)| = O(|x|m+1
), |∂αφ(x)| = O(|x|m−|α|+1

)

per x→ 0. Allora

pm(ηεφ) ≤ 2m max
|λ|≤m
β≤α

x∈B(0,2ε)

∣∣∂α−βηε∂
βφ
∣∣ = O(ε−m+|β|εm−|β|+1) = O(ε)

Quindi u(φ) = 0 per ogni φ ∈ D(Ω) con ∂αφ(0) = 0 per |α| ≤ m.
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Ora consideriamo φ qualunque. Dalla formula di Taylor

φ(x) =
∑

|α|≤m

1

α!
∂αφ(0)xα + ρ(x)

con ρ ∈ D(Ω) tale che ∂αρ(0) = 0 per ogni |α| ≤ m. Mettendo tutto insieme abbiamo
finito perché u(ρ) = 0 e

u(φ) =
∑

|α|≤m

1

α!
cα∂

αφ(0)

con cα = u(xα).

Esercizio 9.45 (Convoluzione di una funzione C∞ a supp.cpt. e una distribuzione.).
Per ogni f ∈ D(Rn) è definita la mappa

E(Rn) −→ E(Rn)
φ 7−→ f ∗ φ

Per ogni f ∈ E(Rn), la convoluzione induce una mappa.

D(Rn)→ E(Rn)

Queste mappe sono continue e lineari. Restano definite le trasposte

E ′(Rn)→ E ′(Rn), E ′(Rn)→ D′(Rn)

tali che u 7→ ũ = u ◦ (f ∗ •), cioè6 ũ(g) = u(f ∗ g).
Tenendo presente le proprietà della convoluzione questo fornisce una estensione

dell’operazione di convoluzione alle distribuzioni.
Cosa si può dire sulla continuità dell’operazione (per esempio con (E ′, σ(E ′, E)) e

(D′, σ(D′,D)))?

6dove g appartiene a E(Rn) nel primo caso e a D(Rn) nel secondo.
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Capitolo 10

Operatori compatti fra
Banach

10.1 Definizioni

Definizione 10.1 (Mappa compatta).
Una mappa T : X → Y con X,Y spazi di Banach è compatta se è continua e per
ogni S ⊆ X limitato, T (S) è relativamente compatto in Y , cioè T (S) è compatto.

Osservazione 10.2.
Siccome Y è completo basta chiedere che T mandi limitati in totalmente limitati.

Osservazione 10.3.
Se T è lineare allora non serve imporre continuità in quanto un insieme totalmente
limitato è in particolare limitato. Inoltre basta controllare solo S = B(0, 1) palla
chiusa.

Osservazione 10.4.
T ∈ L(X,Y ) è compatto se e solo se per ogni (xn) successione limitata in X, (Txn)
ha una sottosuccessione convergente.

Proposizione 10.5.
Se X è riflessivo allora T è compatto se e solo se per ogni successione (xn) debolmente
convergente a 0 vale ∥Txn∥ → 0 in Y , cioè T è sequenzialmente continuo per le
topologie (X,w)→ (Y, s).

Dimostrazione.
Consideriamo prima il caso di X riflessivo e separabile.

Se T è compatto, (xn)
w−→ 0 =⇒ (Txn)

w−→ 0 e (Txn) ha sottosuccessione
convergente a 0 in quanto separabile (6.2), ma allora (Txn) stessa converge a 0 per
la proprietà di Urysohn (1.49).

Viceversa se T è sequenzialmente continuo da debole a forte e (xn) è una succes-
sione limitata. Per il teorema di Kakutani (7.4) X riflessivo implica BX w-compatta e
per Eberlein-Šmulian (7.32) questo è equivalente a BX w-sequenzialmente compatta.
Poiché (xn) è limitata essa è contenuta in qualche nBX e per quanto detto questo insie-
me è w-sequenzialmente compatto, quindi (xn) ammette una estratta w-convergente.
Per ipotesi su T , l’immagine di questa sottosuccessione è una sottosuccessione di
(Txn) convergente.
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Se X è riflessivo (potenzialmente non separabile) allora posso considerare il sot-
tospazio chiuso generato dalla successione (xn) e questo è riflessivo separabile quindi
la tesi passa.

Esercizio 10.6.
Se X e Y sono entrambi riflessivi, T è compatto se e solo se per ogni (xn) ⊆ X con

xn
w−→ 0 e per ogni (y∗n) ⊆ Y ∗ con y∗n

w∗

−−→ 0 vale ⟨y∗n, Txn⟩ → 0.

Dimostrazione.
ESERCIZIO, caso particolare di quella sopra.

Osservazione 10.7.
Nota che le ipotesi di riflessività sono necessarie, per Y = ℓ∞ e la successione data da
(en) la tesi fallisce.

Proposizione 10.8.
Se H è spazio di Hilbert e (xn) ⊆ H allora essa converge ∥·∥ a x ∈ H se e solo se

xn
w−→ x e ∥xn∥ → ∥x∥.

Dimostrazione.
Sviluppiamo

∥xn − x∥2 = ∥xn∥2 − 2ℜe(⟨x, xn⟩) + ∥x∥2 → ∥x∥2 − 2ℜe(⟨x, x⟩)︸ ︷︷ ︸
=⟨x,x⟩

+ ∥x∥2 = 0.

Esercizio 10.9.
Esprimere la compattezza di T ∈ L(X,Y ) tra X,Y Hilbert usando la proprietà sopra.

Osservazione 10.10.
L’immagine di un operatore compatto è separabile.

Dimostrazione.
Imm(T ) =

⋃
n≥0 nT (B) e T (B) separabile perché relativamente compatto in metrico1.

10.2 Proprietà di LC(X, Y )

Definizione 10.11.
Sia LC(X,Y ) lo spazio degli operatori compatti tra X,Y Banach.

Osservazione 10.12.
LC(X,Y ) è un sottospazio vettoriale chiuso di L(X,Y ).

Proposizione 10.13.
Se X,Y, Z Banach e T ∈ L(X,Y ), S ∈ L(Y,Z) allora ST ∈ LC(X,Z) se almeno uno
tra T e S è compatto.

In particolare se X = Y = Z allora LC(X) = LC(X,X) è un ideale bilatero chiuso
dell’algebra di Banach2 L(X) degli operatori limitati su X.

1Per ogni n ∈ N \ {0} possiamo costruire il ricoprimento
{
B(x, n−1)

}
x∈T (B)

ed estrarre un numero

finito di centri di queste palle. Unendo questi insiemi di centri abbiamo una unione numerabile di
insiemi finiti, quindi numerabile, e la chiusura di questo insieme è tutto T (B) perché se una palla
ha raggio ε > n−1 deve contenere uno dei punti definiti al livello n.

2Spazio di Banach che è un’algebra tale che ∥xy∥ ≤ ∥x∥ ∥y∥ e ∥1∥ = 1.
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Dimostrazione.
Mostriamo che LC(X,Y ) è uno spazio vettoriale chiuso con la proprietà di assorbi-
mento data:

sp.vett. Siano T, S ∈ LC(X,Y ). Allora

(T + S)(BX) ⊆ T (BX) + S(BX) ⊆ +(TBX × SBX)

poiché TBX e SBX sono compatti anche il loro prodotto lo è, e quindi anche l’im-
magine sotto + : Y × Y → Y . Dunque (T + S)(BX) è relativamente compatto in
Y .

λT è compatto perché λT (BX) = T (λBX).

chiuso Sia T ∈ LC(X,Y ). Per S ∈ LC(X,Y ) si ha

TBX = (S + (T − S))BX ⊆ SBX + (T − S)BX ⊆ S(BX) + ∥T − S∥L(X,Y )BY

dunque T (BX) è totalmente limitato in quanto per ogni ε > 0 scegliamo S ∈ LC(X,Y )
con ∥S − T∥L(X,Y ) < ε/2. Poiché S(BX) è totalmente limitato esiste F ⊆ S(BX)

finito tale che S(BX) ⊆ F + εBY , allora

T (BX) ⊆ F +
ε

2
BY +

ε

2
BY = F + εBY

cioè è totalmente limitato per arbitrareità di ε.

assorb. Notiamo che

BX
T−→ T (BX)

S−→ S(T (BX))

e ST (BX) è compatto perché ogni opertatore limitato manda limitati in limitati e
(relativamente) compatti in (relativamente) compatti.

Definizione 10.14 (Algebra di Calkin).
L’algebra di Calkin di X spazio di Banach è l’algebra quoziente

c(X) = L(X)⧸LC(X)

10.3 Operatori compatti di rango finito

Definizione 10.15.
Dati X,Y Banach definiamo

Lf (X,Y ) = {T ∈ L(X,Y ) | rnk(T ) ∈ N}

Osservazione 10.16.
Notiamo che Lf (X,Y ) è un sottospazio vettoriale di LC(X,Y ).

Dimostrazione.
Se T ∈ Lf (X,Y ) allora manda limitati di X in limitati di Imm(T ) ∼= Rn e i limitati
di Rn sono anche totalmente limitati.

Osservazione 10.17.
In generale

Lf (X,Y ) ⊊ Lf (X,Y ) ⊊ LC(X,Y )
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Esercizio 10.18.
Lf (X,Y ) = Lf (X,Y ) se e solo se almeno uno tra X e Y ha dimensione finita.

Proposizione 10.19.
Gli operatori T ∈ Lf (X,Y ) sono quelli della forma

Tx =

n∑
k=1

⟨αk, x⟩ yk

con α1, · · · , αn ∈ X∗, y1, · · · , yn ∈ Y .

Fatto 10.20.
Può accadere che

L(X) = RidX + Lf (X)

Proposizione 10.21.
Se H è di Hilbert allora Lf (H) = LC(H).

Dimostrazione.
Sia T ∈ LC(H). Sia (Pn) una successione di proiettori ortogonali di rango finito tale
che ⋃

n≥0

Pn(H)
(10.10)
= T (H)

Per costruzione Tn = PnT ∈ Lf (H), mostriamo che Tn
∥·∥−−→ T . Poiché

∥Tn − T∥ = sup
∥x∥≤1

∥PnTx− Tx∥ = sup
y∈T (BH)

∥Pny − y∥ =
∥∥∥Pn − idH |T (BH)

∥∥∥
∞,T (B)H

si ha che questa convergenza in norma significa che Pn|T (BH)
: TBH → H convege a

I := idH |T (BH)
uniformemente su T (BH).

La successione
(
PnT |T (BH)

)
è una successione di mappe equilipschitz che converge

puntualmente all’identità:

∥PnT∥ ≤ ∥Pn∥ ∥T∥ ≤ ∥T∥︸︷︷︸
indip. da n

,

quindi per Ascoli-Arzelá abbiamo convergenza uniforme sui compatti e quindi in
particolare sul compatto T (BH).

Lemma 10.22.
Se T ∈ L(X) per X Banach NON è compatto allora esiste Y ⊆ X sottospazio chiuso
di dimensione infinita tale che T : Y → TY è invertibile.

Esercizio 10.23.
Se H è di Hilbert

1. LC(H) è il più piccolo ideale bilatero chiuso non nullo di L(H)

2. Se H è separabile e infinito dimesionale (isomorfo ℓ2) allora LC(H) è l’unico
ideale bilatero chiuso proprio

(0) ⊊ LC(H) ⊊ L(H).
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Dimostrazione.
Mostriamo i due fatti

1. Sia I un ideale bilatero chiuso non nullo di L(H). Allora, scegliendo opportuni
elementi di L(H) con cui comporre un funzionale non nullo di I, I contiene ogni
operatore di rango 1

x 7→ ⟨α, x⟩ y

e quindi (10.19) anche ogni operatore di rango finito, ma allora in quanto chiuso
contiene Lf (H) = LC(H).

2. Poiché H è Hilbert separabile, ogni sottospazio di H chiuso di dimensione in-
finita è isomorfo a H. Se T ∈ I \ LC(H) allora per il lemma (10.22) esiste Y
di dimensione infinita tale che T |Y invertibile, cioè abbiamo isometrie U, V tali

che
H

U−→ Y
T−→ TY

V−→ H

restituendo V TU ∈ GL(H) e quindi I = (1).

Esempio 10.24 (Operatore integrale con nucleo k(x, y)).
Sia (M,d) metrico compatto e µ misura di borel finita su M . Sia k ∈ C0(M ×M) e
definiamo

Tk :
C0(M) −→ C0(M)
u 7−→ x 7→

∫
M
k(x, y)u(y)dµ(y)

Allora Tk è lineare e continua: per ogni u ∈ C0(M) e per ogni x ∈M

|Tku(x)| ≤
∫
M

|k(x, y)| |u(y)| dµ(y) ≤ µ(M) ∥k∥∞,M×M ∥u∥∞,M

quindi ∥Tku∥∞,M ≤ µ(M) ∥k∥∞,M×M ∥u∥∞,M da cui

∥Tk∥ ≤ µ(M) ∥k∥∞,M×M .

Mostriamo ora che Tk è compatto. Sia ω un modulo di continuità3 per k, allora per
u ∈ C0(M)

|Tku(x)− Tku(x′)| ≤
∫
M

|k(x, y)− k(x′, y)| |u(y)| dµ(y) ≤ ω(|x− x′|)µ(M) ∥u∥∞,M

dunque Tk(BM (0, 1)) è una famiglia di funzioni equicontinue (con modulo di conti-
nuità µ(M)ω) ed equilimitate (da µ(M) ∥k∥∞,M×M ), quindi è compatto per Ascoli-
Arzelá.

Esercizio 10.25.
Sia (M,d) metrico compatto e µ misura di borel finita su M . Sia k ∈ L2(M ×M,µ)
e definiamo

Tk :
L2(M) −→ L2(M)
u 7−→ x 7→

∫
M
k(x, y)u(y)dµ(y)

che è ben definito per Fubini. Tk è un operatore compatto.

3cioè |k(x, y)− k(x′, y′)| ≤ ω(|x− x′| + |y − y′|). Esiste perché M è compatto e quindi k continua
implica k uniformemente continua per Heine-Cantor.
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Dimostrazione.
TRACCIA: Vediamo Tk come limite di operatori di rango finito Tkn

. Precisamente
se {Ej}1≤j≤n è una partizione misurabile di M e kn è della forma

kn =
∑

1≤i,j≤n

ci,jχEi×Ej

allora kn ∈ Lf (L
2(M)) e per scelte opportune delle partizioni e dei coefficienti delle

kn si ha che kn → k in L2. Conseguentemente Tkn → Tk in norma degli operatori.
La scelta ottimale per ci,j fissato {Ej} è la proiezione ortogonale di k sullo spazio

generato dalle χEi×Ej
, cioè

ci,j =
1

µ(Ei)µ(Ej)

∫
Ei×Ej

k(x, y)d(µ⊗ µ).

Per ogni u ∈ L2(M) si ha

∥Tku∥22 =

∫
M

∣∣∣∣∫
M

k(x, y)u(y)dµ(y)

∣∣∣∣2 dµ(x) Cauchy-Schwarz

≤

≤
∫
M

(∫
M

|k(x, y)|2 dµ(y)
)(∫

M

|u(y)|2 dµ(y)
)
dµ(x) =

= ∥k∥22,M×M ∥u∥
2
2,M

dunque Tk ha norma degli operatori limitata da ∥k∥2,M×M , quindi anche la corri-
spondenza

L2(M ×M) −→ L(L2(M))
k 7−→ Tk

è lineare e continua.

Esempio 10.26 (Operatori diagonali su ℓ2).
Sia u ∈ ℓ∞ e definiamo un operatore “diagonale” Tu su ℓ2 ponendo per ogni x ∈ ℓ2

Tu(x) = (u(i)x(i))i

(cioè moltipliplichiamo le entrate corrispondenti tra x e u). Notiamo che

∥Tux∥2 ≤ ∥u∥∞ ∥x∥2

dunque Tu ha la norma degli operatori maggiorata da ∥u∥∞. In realtà ∥Tu∥ = ∥u∥∞
prendendo opportune approssimazioni.

Quindi abbiamo una inclusione isometrica

ℓ∞ ↪→ L(ℓ2)

Quali u ∈ ℓ∞ danno luogo a Tu ∈ LC(ℓ2)?

Se u ha supporto finito allora Tu ha rango finito e quindi in particolare è un
operatore compatto. Essendo u → Tu isometrica, considerando le chiusure si ha che
le u ∈ c0 producono Tu ∈ LC(ℓ2). Questi sono tutti perché ℓ2 è uno spazio di Hilbert:

{Tu | u ∈ c0} = LC(ℓ2) ∩ ℓ∞.

Teorema 10.27 (Shauder).
Se T ∈ L(X,Y ) allora T è compatto se e solo se T ∗ è compatto.
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Dimostrazione.
Diamo le due implicazioni

=⇒ Sia T ∈ LC(X,Y ) e sia (x∗n) ⊆ T ∗(BY ∗). Vogliamo mostrare che questa successione
ha estratte convergenti. Si ha che x∗n = T ∗y∗n = y∗n ◦ T per qualche successione
(y∗n) ⊆ BY ∗ . Come funzioni Y → K si ha che le y∗n sono 1-Lipschitz quindi per Ascoli-
Arzelá hanno una sottosuccessione uniformemente convergente sul compatto T (BX)
(e quindi di Cauchy), cioè x∗n = y∗n ◦ T è di Cauchy in X∗ e dunque converge.

⇐= Sia T ∗ : Y ∗ → X∗ compatto. Allora per la prima parte T ∗∗ : X∗∗ → Y ∗∗ è compatto
e quindi anche T = T ∗∗|X lo è (X ↪→ X∗∗ è una immersione isometrica).

X Y

X∗∗ Y ∗∗

T

T∗∗
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Capitolo 11

Teoria spettrale per operatori
limitati su Banach

11.1 Spettro e operatori risolventi

Definizione 11.1 (Spettro di un operatore).
Per X spazio di Banach e A ∈ L(X), lo spettro di A è

σ(A) = {λ ∈ C | λ−A /∈ GL(X)}

L’insieme ρ(A) = C \ σ(A) è detto insieme risolvente.

Osservazione 11.2 (Spettro è chiuso).
Notiamo che λ 7→ λ − A è continua e GL(X) è un aperto di L(X), quindi σ(A) =
ρ(A)c = (λ 7→ λ−A)−1(GL(X))c è chiuso.

Osservazione 11.3.
Nel caso di X Banach su R si considera la sua complessificazione XC = C ⊗R X =
X ×X dove il prodotto è inteso munito della struttura complessa indotta da

J =

(
0 −idX
idX 0

)
cioè (a+ bi)x = ax+ bJx per ogni x ∈ X ×X.

Osservazione 11.4.
Anche se λ ∈ σ(A) non necessariamente λ−A non è iniettiva.

Definizione 11.5 (Spettro puntuale).
Definiamo lo spettro puntuale come

σpt(A) = {λ ∈ C | ker(λ−A) ̸= 0} .

Gli elementi dello spettro puntuale sono detti autovalori.

Proposizione 11.6.
Sia A ∈ L(X), allora

• σ(A) è contenuto in B(0, ∥A∥) e quindi compatto1.

1abbiamo già visto che è chiuso
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• L’applicazione
ρ(A) −→ L(X)
λ 7−→ (λ−A)−1

è analitica e infinitesima per λ → ∞. Più precisamente: Per ogni λ tale che
|λ| ≥ ∥A∥ si ha

(λ−A)−1 =

∞∑
n=0

λ−n−1An

e per ogni λ0 ∈ ρ(A) e ogni λ ∈ B(λ0,
∥∥(λ0 −A)−1

∥∥) si ha
(λ−A)−1 =

∞∑
n=0

(λ0 − λ)n((λ0 −A)−1)n+1.

Dimostrazione.
Se mostriamo il secondo punto abbiamo il primo in quanto se per ogni |λ| ≥ ∥A∥
abbiamo questo sviluppo, in particolare (λ − A)−1 è ben definita per |λ| ≥ ∥A∥,
quindi l’inversa può venire a mancare solo per λ contenuti in B(0, ∥A∥).

Se vale il primo sviluppo in serie allora∥∥(λ−A)−1
∥∥ ≤ ∞∑

n=0

∥∥λ−n−1An
∥∥ =

1

|λ| − ∥A∥

e quindi la mappa in esame è infinitesima per λ→∞.

Tutto segue se mostriamo che per un operatore H di norma ∥H∥ < 1 in uno spazio
di Banach vale lo sviluppo in serie di (1−H)−1, infatti la seconda espansione in serie
è una caso particolare dello sviluppo

(K −H)−1 = K−1 +K−1HK−1 +K−1HK−1HK−1 + · · ·

per K ∈ GL(X) e ∥H∥ <
∥∥K−1

∥∥−1
, che segue dal caso K = 1 notando

(K −H)−1 = K−1(I −HK−1)−1,
∥∥HK−1

∥∥ < 1.

Notiamo che se ∥H∥ < 1 allora la serie
∑∞

n=0H
n converge assolutamente ad un

operatore lineare continuo e per questioni algebriche questa espansione è l’inversa di
(1−H).

Definizione 11.7 (Operatore risolvete).
Se λ ∈ ρ(A), l’operatore risolvente relativo a λ è (λ−A)−1.

Osservazione 11.8.
Vale l’identità risolvente

(λ−A)−1 − (µ−A)−1 = (µ− λ)(λ−A)−1(µ−A)−1.

Dimostrazione.
Basta calcolare:

(µ− λ)(λ−A)−1(µ−A)−1 + (µ−A)−1 =((µ− λ)(λ−A)−1 + 1)(µ−A)−1 =

=(λ−A)−1(µ− λ+ (λ−A))(µ−A)−1 =

=(λ−A)−1(µ−A)(µ−A)−1 =

=(λ−A)−1.
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Proposizione 11.9.
Se A ∈ L(X) e X ̸= 0 allora σ(A) è non vuoto.

Dimostrazione.
Segue dal teorema di Liouville applicato a

ρ(A) −→ C
λ 7−→

〈
x∗, (λ−A)−1x

〉
con x ∈ X e x∗ ∈ X∗ variabili. Infatti queste funzioni sono olomorfe su ρ(A) e
infinitesime per λ→∞ (11.6), quindi se avessimo σ(A) = ∅ allora le mappe sarebbero
olomorfe definite su tutto C e infinitesime all’infinito (in particolare limitate), quindi
costanti (al valore 0 in quanto infinitesime) per ogni x e x∗, quindi (λ − A)−1 = 0
come mappa, che è assurdo perché per definizione di ρ(A) è invertibile ma X ̸= 0.

11.1.1 Raggio spettrale e Cauchy-Hadamard-Gelfand

Definizione 11.10 (Raggio spettrale).
Sia A ∈ L(X). Il suo raggio spettrale è

rA = max
λ∈σ(A)

|λ| ∈ [0, ∥A∥]

Notiamo che questo massimo esiste perché σ(A) è compatto (11.6).

Lemma 11.11.
Sia (an) ⊆ R una successione subadditiva2 allora esiste il limite

lim
n→∞

an
n

= inf
n

an
n
.

Dimostrazione.
Dato d ≥ 1, ogni n ∈ N si scrive n = pnd+ kn con 0 ≤ kn < d e pn =

⌊
n
d

⌋
. Allora per

ogni n ≥ 1

inf
m≥1

am
m
≤an
n

=
apnd+kn

n
≤ 1

n
(pnad + akn) ≤

≤dpn
n

ad
d

+
1

n
max
1≤k<d

ak =

=(1 + o(1))
ad
d

+ o(1)

quindi, prendendo il lim supn e poi infd≥1

inf
m≥1

am
m
≤ lim inf

n

an
n
≤ lim sup

n

an
n
≤ inf

d≥1

ad
d

dunque esiste il limite ed è pari all’estremo inferiore.

Proposizione 11.12 (Formula di Cauchy-Hadamard-Gelfand).
Vale la seguente identità

rA = lim
n→∞

∥An∥1/n = inf
n≥1
∥An∥1/n .

2an+m ≤ an + am
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Dimostrazione.
Applichiamo il lemma (11.11) alla successione an = log ∥An∥, che è subadditiva perché
∥An+m∥ ≤ ∥An∥ ∥Am∥. Per continuità dell’esponenziale questo mostra che il limite

nel testo esiste ed è pari all’estremo inferiore. Mostriamo che rA = limn ∥An∥1/n:

≤ Se λ ∈ σ(A), cioè λ−A non invertibile, allora anche λn −An non è invertibile:

λn −An = (λ−A)B = B(λ−A), B =

n−1∑
i=0

λiAn−1−i

quindi λ − A non invertibile implica per il teorema della mappa aperta (5.10) che
λ − A non è bigettiva, quindi non è iniettiva o non è surgettiva, e quindi neanche
λn −An lo è.

Dunque λn ∈ σ(An) e quindi |λn| ≤ ∥An∥ da cui |λ| ≤ ∥An∥1/n. Questo mostra la

disuguaglianza rA ≤ infn≥1 ∥An∥1/n = limn ∥An∥1/n.

≥ Per ogni z ∈ BC(0,
1
rA

) è ben definito3 z(1− zA)−1. La mappa

BC(0,
1
rA

) −→ L(X)

z 7−→ z(1− zA)−1

è “analitica”: ha uno sviluppo locale in 0 dato da

∞∑
n=0

zn+1An

che però si estende a tutto il disco.

Siano x ∈ X e x∗ ∈ X∗ e consideriamo la funzione olomorfa

BC(0,
1
rA

) −→ C
z 7−→

〈
x∗z(1− zA)−1x

〉
la quale ha sviluppo locale in 0 dato da〈

x∗,

∞∑
n=0

zn+1Anx

〉
=

∞∑
n=0

zn+1 ⟨x∗, Anx⟩

che converge assolutamente per |z| = 1
r <

1
rA
⇐⇒ r > rA grazie alla convergenza di

z(1− zA)−1. In particolare i termini della serie sono limitati∣∣∣∣∣
〈
x∗,

(
A

r

)n+1
〉
x

∣∣∣∣∣ ≤ Cx,x∗ .

Per Banach-Steinhaus (4.27) si ha che
(
A
r

)n+1
è limitato: per x fissato la disugua-

glianza dice che
{(

A
r

)n+1
x
}
n∈N

è w-limitata in X, quindi limitata in norma (Banach-

Steinhaus) e applicando di nuovo Banach-Steinhaus si ha che
{(

A
r

)n+1
}
n∈N

sono

operatori puntualmente limitati, quindi sono limitati in norma. Scriviamo∥∥∥∥∥
(
A

r

)n+1
∥∥∥∥∥ ≤ C ′

3se z = 0 ok, se z ̸= 0 allora l’espressione vale ( 1
z
−A)−1 che è ben definita perché abbiamo supposto

z < 1/rA ⇐⇒ 1/z > rA =⇒ 1/z ∈ ρ(A).
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cioè ∥An∥1/n ≤ C ′1/nr da cui

lim ∥An∥1/n ≤ r limC ′1/n = r

e questo per ogni r > rA, quindi anche per rA stesso passando all’estremo inferiore.

Osservazione 11.13.
La stessa formula, con la stessa dimostrazione, funziona anche per il raggio spettrale
di algebre di Banach.

Esercizio 11.14.
Calcolare il raggio spettrale dell’operatore di Volterra

V :
C0([a, b]) −→ C0([a, b])

f 7−→
∫ x

a
f(t)dt

con la formula del raggio spettrale e provando che per ogni λ ∈ C\{0}, λ−V ∈ GL(V ).

11.2 Teoria spettrale su spazi di Hilbert

Definizione 11.15 (Operatore simmetrico).
Sia A un operatore limitato su H spazio di Hilbert. A è simmetrico (scritto A ∈
Lsim(H)) se per ogni x, y ∈ H si ha

⟨Ax, y⟩ = ⟨x,Ay⟩ .

Proposizione 11.16.
Sia A ∈ Lsim(H), allora

1. kerA = (ImmA)⊥ e ImmA = (kerA)⊥

2. Se H0 ⊆ H è un sottospazio A-invariante allora anche H⊥
0 e H0 lo sono.

Dimostrazione.
Mostriamo le due affermazioni

1. Segue dalle catena di equivalenze

x ∈ kerA

Ax = 0

0 = ⟨Ax, y⟩ = ⟨x,Ay⟩ ∀y ∈ H
x ∈ (ImmA)⊥

l’altra affermazione segue notando che V = (V ⊥)⊥.

2. Se x ∈ H⊥
0 allora per ogni y ∈ H0 si ha 0 = ⟨x,Ay⟩ = ⟨Ax, y⟩, cioè Ax ∈ H⊥

0 .
Segue l’invarianza della chiusura prendendo l’ortogonale di nuovo.

Definizione 11.17 (Operatori simmetrici positivi).
Se A ∈ Lsim(H) esso si dice positivo se ⟨Ax, x⟩ ≥ 0 per ogni x.
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Osservazione 11.18.
La positività induce una relazione d’ordine parziale su Lsim(H):

A ≥ B ⇐⇒ A−B positivo.

Fatto 11.19.
Se A è simmetrico positivo allora I +A ∈ GL(H)

Dimostrazione.
I +A è fortemente iniettiva in quanto per ogni x ∈ H

∥(I +A)x∥2 = (x+Ax)(x+Ax) = ∥x∥2 + 2 ⟨Ax, x⟩+ ∥Ax∥2 ≥ ∥x∥2

quindi in particolare è iniettivo con immagine chiusa.
Per il punto 1. di (11.16) un operatore simmetrico e iniettivo ha immagine densa,

dunque I +A è anche surgettivo e quindi invertibile.

Proposizione 11.20.
Se A ∈ Lsim(H) allora σ(A) ⊆ R.

Dimostrazione.
Per ogni a, b ∈ R con b ̸= 0 si ha che (a+ ib−A) è invertibile perché fattore di

(a+ ib−A)(a− ib−A) = (a−A)2 + b2 = b2

(
I +

(
a−A
b

)2
)

e questo è invertibile per (11.19).

Proposizione 11.21.
Per A ∈ Lsim(H) si ha ∥A∥ = sup∥x∥<1 |Ax · x| = ∥qA∥∞,B

Dimostrazione.
Siano x, y ∈ H e consideriamo l’identità di polarizzazione:

Ax · y =
1

4
(qA(x+ y)− qA(x− y)) .

Segue che

Ax · y ≤1

4

(
∥qA∥∞ ∥x+ y∥2 + ∥qA∥∞ ∥x− y∥

2
)
=

=
∥qA∥∞

4

(
2 ∥x∥2 + 2 ∥y∥2

) ∥x∥<1
∥y∥<1

≤

≤∥qA∥∞

quindi vale ∥A∥ ≤ ∥qA∥∞. L’altra disuguaglianza segue dal fatto che per ∥x∥ < 1

|Ax · x| ≤ sup
∥y∥<1

|Ax · y| = ∥Ax∥ ≤ ∥A∥ .

Notazione 11.22.

mA = inf
∥x∥=1

qA(x), MA = sup
∥x∥=1

qA(x).
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Proposizione 11.23.
σ(A) ⊆ [mA,MA]. Inoltre mA = minσ(A) e MA = maxσ(A).

Dimostrazione.
Sia t < mA, allora, poiché qA(x) ≥ mA ∥x∥2, si ha che come operatore simmetrico

A−mA

mA − t
≥ 0

quindi −1 /∈ σ(A−mA

mA−t ) in quanto I + A−mA

mA−t è invertibile (11.19). Quindi

t−mA /∈ σ(A−mA) = σ(A)−mA ⇐⇒ t /∈ σ(A).

Un conto analogo mostra che se t > MA allora t /∈ σ(A), quindi σ(A) ⊆ [mA,MA].

Mostriamo ora che MA = maxσ(A) e mA = minσ(A): si ha che∥∥A2
∥∥ (11.21)

= sup
∥x∥≤1

qA2(x) = sup
∥x∥≤1

(Ax ·Ax) = sup
∥x∥≤1

∥Ax∥2 = ∥A∥2 .

Analogamente

∥A∥ =
∥∥A2

∥∥1/2 =
∥∥A4

∥∥1/4 = · · · =
∥∥∥A2n

∥∥∥1/2n ,
dunque per la formula di Cauchy-Hadamard-Gelfand (11.12) si ha ∥A∥ = rA. Poiché
∥A∥ = ∥qA∥∞ (11.21) si ha che rA = ∥A∥ vale MA oppure −mA perché questi sono
maggiorati da ∥qA∥∞ per definizione.

Se A ≥ 0 allora σ(A) ⊆ [0,∞) e quindi 0 ≤ mA ≤MA = rA, cioèMA = maxσ(A).
In generale per t > ∥A∥ si ha A+ t ≥ 0 e quindi

MA + t =MA+t = maxσ(A+ t) = σ(A) + t

cioè di nuovo MA = σ(A) come voluto. Analogamente si mostra minσ(A) = mA.

Osservazione 11.24.
Un’altra dimostrazione usa la caratterizzazione variazionale di σ(A) e il principio
variazionale di Ekeland.

11.2.1 Autovalori di operatori simmetrici

Osservazione 11.25.
Autovettori di autovalori differenti sono ortogonali, cioè se λ ̸= µ autovalori per u e
v autovettori allora

λ(u · v) = Au · v = u ·Av = µu · v.

Osservazione 11.26.
La molteplicità geometrica di λ autovalore di A (cioè dimker(λ − A)) è uguale alla
molteplicità algebrica (cioè supn≥0 dimker (λ−A)n).

Dimostrazione.
Senza perdita di generalità λ = 0. Basta notare che kerA = kerA2:

A2x = 0 =⇒ ∥Ax∥2 = A2x · x = 0 =⇒ Ax = 0.
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Caratterizzazione variazionale degli autovalori di operatori simmetrici

Ricordiamo che se f : Ω ⊆ H → R differenziabile allora il gradiente di f in x0 ∈
Ω è l’elemento ∇f(x0) di H che rappresenta via prodotto scalare il differerenziale
df(x0) ∈ H∗, cioè

f(x0 + h) = f(x0) +∇(f)(x0) · h+ o(h)

Inoltre x0 è un punto critico di f se ∇f(x0) = 0. La f(x0) corrispondente è detto
valore critico.

Ricordiamo che se u, v : Ω ⊆ H → R sono differenziabili in x0 e v(x0) ̸= 0 il
quoziente u/v è differenziabile in x0 e abbiamo

∇
(u
v

)
=
v∇u− u∇v

v2
.

Proposizione 11.27 (Caratterizzzione variazionale).
Una coppia (x, λ) ∈ H ×R è una coppia autovettore-autovalore di A se è una coppia
punto critico-valore critico della funzione

fA :
H \ {0} −→ R

x 7−→ Ax · x
x · x

detta quoziente di Rayleigh.

Dimostrazione.
Calcolando troviamo

∇(qA(x)) = 2Ax, ∇qI(x) = 2x.

Allora

∇fA(x) = 2
∥x∥2Ax− (Ax · x)x

∥x∥4
=

2

∥x∥2
(Ax− fA(x)x)

dunque ∇fA(x) = 0 se e solo se x è un autovettore di A corrispondente all’autovalore
fA(x).

11.2.2 Spettro di operatori simmetrici compatti

Proposizione 11.28.
Sia A ∈ Lsim

C (H), allora se MA > 0 si ha che MA è un autovalore di A.

Dimostrazione.
Per compattezza, qA ha massimo sulla palla B(0, 1), infatti se (xk) ⊆ B(0, 1) è una
successione massimizzante per qA su B allora estraendo una sottosuccessione si può
assumere4 xk

w−→ x per x ∈ B(0, 1), ma essendo A compatto si ha Axk → Ax in
norma e quindi5 Axk · xk → Ax · x.

Siccome MA ̸= 0 si ha che x ̸= 0 e quindi ∥x∥ = 1 (in quanto qA(x/ ∥x∥) ≥ qA(x)
se x ∈ B(0, 1)). Allora x è anche il massimo di fA si H \{0} perché fA è 0-omogenea,
in particolare è un punto critico e quindi un autovettore per (11.27).

4siamo in uno spazio di Hilbert e quindi uno spazio riflessivo, dunque per Kakutani (7.4) la pal-
la unitaria chiusa è w-compatta, quindi per Eberlein-Šmulian (7.32) anche w-sequenzialmente
compatta.

5stiamo usando il fatto che yk
s−→ y e xk

w−→ x implica yk · xk = (y · xk) + (yk − y) · xk → y · x+ o(1)
perché yxk → yx e |(y − yk) · xk| ≤ ∥y − yk∥ ∥xk∥ = O(∥y − yk∥) in quanto convergenza debole
implica limitato e quindi ∥xk∥ è limitato da una costante fissata per ogni k.
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Osservazione 11.29.
Analogamente mA è il minimo autovalore se A simmetrico compatto.

Osservazione 11.30.
In particolare ∥A∥ oppure −∥A∥ è un autovalore.

Corollario 11.31.
Se H0 ⊆ H è un sottospazio non banale chiuso A-invariante allora A ha un autovettore
in H0.

Corollario 11.32.
Un operatore A ∈ Lsim

C (H) ammette una base ortonormale di autovettori.

Dimostrazione.
Si considera un sistema {ui}i∈I ortonormale di autovettori di A che sia massimale per
inclusione (esiste per lemma di Zorn). Esso deve essere una base Hilbertiana, cioè

Span({ui}i∈I) = H.

Se non fosse cos̀ı alloraH0 := Span({ui}i∈I)
⊥
̸= 0 è un sottospazio chiuso A-invariante

di H, quindi esisterebbe u ∈ H0 autovettore che per costruzione è ortogonale al
sistema considerato, negando la massimalità.

Corollario 11.33 (Operatore simmetrico compatto ammette una forma diagonale).
Un operatore A ∈ Lsim

C (H) è unitariamente coniugato ad un operatore di moltiplica-
zione per elementi di c0(I) su uno spazio ℓ2(I) dove I è un insieme che indicizza una
base di autovettori di A.

ℓ2(I) H

(xi)
∑

i∈I xiui

(λixi)
∑

i∈I xiλiui

ℓ2(I) H

u

Â A

∈ ∈

∈ ∈

u

Indicizzazione degli autovalori

Osservazione 11.34.
Se gli autovalori di A ∈ Lsim

C (H) hanno un punto di accumulazione come sottoinsieme
di R allora questo punto è 0.

Dimostrazione.
Supponiamo ci siano infiniti autovalori e che per assurdo tendano ad un elemento
diverso da 0.

Possiamo definire una successione autovettori ortogonali. Questa ha un limite
debole per Kakutani (7.4) e Eberlein-Šmulian (7.32). Poiché A è compatto avremmo
una successione di vettori ortogonali (gli scalati dei vettori originali) che convergono
in norma, assurdo se il limite degli autovalori non è 0.

Grazie a questa osservazione possiamo indicizzare gli autovalori di A ∈ Lsim
C (H)

in modo monotono:
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• Se ci sono infiniti autovalori positivi essi sono una successione che converge a 0,
che possiamo indicizzare in modo decrescente verso 0. Se essi sono in numero
finito ci fermiamo (o volendo da quell’indice in poi ripetiamo 0).

• Procediamo in modo simile con gli autovalori negativi.

• Se un autovalore λ ha molteplicità r allora nella successione lo ripetiamo r volte
nelle posizioni opportune.

λ−1 < λ−2 < · · · < 0 < · · · < λ2 < λ1

Sia I l’insieme di indici cos̀ı creato.

Teorema 11.35 (Curant-Fischer-Weil / Minimax).
Sia H spazio di Hilbert separabile. Indicizzando gli autovalori di A ∈ Lsim

C (H) come
sopra si ha che per ogni n ∈ I tale che n > 0 allora

λn(A) = inf
E⊆H

codimE<n

sup
∥x∥=1
x∈E

qA(x) = sup
F⊆H

dimF≥n

inf
∥x∥=1
x∈F

qA(x)

λ−n(A) = sup
E⊆H

codimE<n

inf
∥x∥=1
x∈E

qA(x) = inf
F⊆H

dimF≥n

sup
∥x∥=1
x∈F

qA(x)

Dimostrazione.
Evidentemente basta mostrare il caso di n > 0.

Sia En = Span(e1, · · · , en) dove ei è un fissato autovettore di λi e gli ei sono ortogonali
tra loro. Notiamo che (poiché H separabile)

E⊥
n = Span(ei | i ∈ I \ {1, · · · , n})

e

A|En
=diag(λ1, · · · , λn) : En → En

A|E⊥
n

=diag(λi | i ∈ I \ {1, · · · , n}) : E⊥
n → E⊥

n .

Notiamo che λn è il minimo autovalore di A|En
e anche il massimo autovalore di E⊥

n−1.

Dunque per la caratterizzazione variazionale (11.27) si ha che

λn = min
∥x∥=1
x∈En

qA(x) = max
∥x∥=1

x∈E⊥
n

qA(x)

Siano ora E ⊆ H sottospazio di codimensione codimE < n e F ⊆ H un sottospazio
di dimensione dimF ≥ n. Per questione di dimensione

En ∩ E ̸= (0), E⊥
n ∩ F ̸= (0)

quindi esistono elementi x0 ∈ En∩E e y0 ∈ E⊥
n−1∩F non nulli e quindi senza perdita

di generalità di norma 1.

sup
∥x∥=1
x∈E

qA(x) ≥ qA(x0) ≥ min
∥x∥=1
x∈En

qA(x) = λn = max
∥x∥=1

x∈E⊥
n

qA(x) ≥ qA(y0) ≥ inf
∥x∥=1
x∈F

qA(x)

in particolare, poiché λn è raggiunto da E = En e F = E⊥
n abbiamo mostrato che

inf
E⊆H

codimE<n

sup
∥x∥=1
x∈E

qA(x) = λn = sup
F⊆H

dimF≥n

inf
∥x∥=1
x∈F

qA(x).
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Corollario 11.36 (Principio autovalori intervallati).
Sia A ∈ Lsim

C (H) e sia H0 ⊆ H un iperpiano chiuso con incusione j0 : H0 → H e
proiettore ortogonale6 P0 : H → H0. Sia

A0 = P0Aj0 : H0 → H0.

Notiamo che7 A0 ∈ Lsim
C (H0). Notiamo che qA0 = qA|H0

.

Allora per ogni n > 0 si ha

λn+1(A) ≤ λn(A0) ≤ λn(A)

e analogamente
λ−n(A) ≤ λ−n(A0) ≤ λ−n−1(A).

Dimostrazione.
Usando il principio di minimax (11.35) si ha

λn+1(A) = inf
E⊆H

codimE<n+1

sup
∥x∥=1
x∈E

qA(x)
codimH0

E<n =⇒ codimH E<n+1

≤

≤ inf
E⊆H0

codimE<n

sup
∥x∥=1
x∈E

qA(x) = λn(A0) =

= sup
F⊆H0

dimF≥n

inf
∥x∥=1
x∈F

qA(x) ≤

≤ sup
F⊆H

dimF≥n

inf
∥x∥=1
x∈F

qA(x) = λn(A).

Esercizio 11.37.
Scrivere una stima di dipendenza Lipschitz e di dipendenza monotona di λn(A) in
funzione di A ∈ Lsim

C (H) (I = Z \ {0}).

11.3 Calcolo funzionale C0 per operatori limitati au-
toaggiunti

Sia A = A∗ ∈ L(H), H di Hilbert e sia

Σ = σ(A) ⊆ [−∥A∥ , ∥A∥].

Dato p ∈ R[x], scrivendo p(x) =
∑n

k=0 ckx
k è definito

p(A) =

n∑
k=0

ckA
k.

Vogliamo estendere questa costruzione definendo f(A) per f ∈ C0(Σ,R) o f ∈
C0(Σ,C).
6P0 = j∗0 perché siamo su uno spazio di Hilbert
7Eredita compattezza di A e A∗

0 = (P0Aj0)∗ = j∗0A
∗P ∗

0 = P0Aj0.
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Teorema 11.38 (della mappa spettrale).
Sia p ∈ C[z] e T ∈ L(X) per X Banach. Allora

σ(p(T )) = p(σ(T )).

Dimostrazione.
Sia λ ∈ σ(T ) e scriviamo p(z) =

∑n
k=0 akz

k con an ̸= 0. Fattorizzando p(z)− λ si ha

p(z)− λ = an

n∏
j=1

(z − µj)

dunque p(µ) = λ se e solo se µ ∈ {µ1, · · · , µn}, cioè

p−1(λ) = {µ1, · · · , µn} .

Dunque

p(T )− λ = an

n∏
j=1

(T − µj)

e quindi p(T )− λ è invertibile se e solo se lo sono tutti i fattori dato che commutano,
cioè

λ ∈ σ(p(T ))⇐⇒ ∃j t.c. µj ∈ σ(T )⇐⇒ p−1(λ) ∩ σ(T ) ̸= ∅ ⇐⇒ λ ∈ p(σ(T ))

Osservazione 11.39.
La stessa dimostrazione funziona per T elemento di una algebra di Banach.

Proposizione 11.40 (Mappa spettrale su autovalori).
Se T ∈ L(X) e p ∈ C[x] con p =

∑n
k=0 ckx

k allora

σpt(p(T )) = p(σpt(T )).

Dimostrazione.
Diamo le due inclusioni:

⊇ Sia λ autovalore di T , cioè esiste x ̸= 0 tale che λx = Tx. Allora

p(T )x =
∑
k

ckT
kx =

∑
k

ckλ
kx = p(λ)x

cioè p(λ) è autovalore di p(T ).

⊆ Se λ è un autovalore di p(T ) e scriviamo

p(z)− λ = cn

n∏
i=1

(z − ζi)

allora p−1(λ) = {ζi}i∈{1,··· ,n} per costruzione e

p(T )− λ = cn

n∏
i=1

(T − ζi).

Se tutti i fattori T − ζi sono iniettivi, lo è anche p(T )− λ, quindi se λ è autovalore di
p(T ) allora almeno un fattore T − ζi non è iniettivo e quindi ζi è autovalore di T , cioè

λ = p(ζi) ∈ p(σpt(T )).
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Hilbert reali

Proposizione 11.41.
Se A = A∗ in L(H) allora la mappa

Φ :
ΠΣ = {funzioni polinomiali Σ→ R} −→ L(H)

p 7−→ p(A)

è un omomorfismo di algebre isometrico.

Dimostrazione.
Per ogni p ∈ R[x] si ha che

∥p(A)∥L(H)

p(A)=p(A)∗

= rp(A) = sup
λ∈σ(p(A))

|λ| (11.38)= sup
λ∈Σ
|p(λ)| = ∥p∥∞,Σ .

In particolare p(A) dipende solo dalla funzione p|Σ. Che Φ sia un omomorfismo è

ovvio dalla definizione di p(A).

Osservazione 11.42.
Se f ∈ C0(Σ,R) e f ≥ 0 su Σ allora per Stone-Weierstrass esiste una successione di

polinomi pn
∥·∥∞,Σ−−−−→ f e possiamo prendere pn ≥ 0 su Σ (a meno di sotituire pn con

pn + ∥f − pn∥∞). In particolare

ΠΣ
∥·∥∞,Σ = C0(Σ,R).

Osservazione 11.43.
Essendo Φ isometrico esso si estende alle chiusure, quindi troviamo

ΠΣ
∥·∥∞,Σ = C0(Σ,R) Φ−→ Φ(ΠΣ)

∥·∥L(H) = R[A] ⊆ L(H)

dove R[A] è l’algebra chiusa generata da A.

Osservazione 11.44.
Per continuità, la Φ estesa è ancora un omomorfismo, inoltre se p ≥ 0 su Σ allora
Φ(p) = p(A) è un operatore simmetrico ≥ 0, infatti

σ(p(A))
(11.38)
= p(Σ) ⊆ [0,∞)⇐⇒ p(A) ≥ 0.

Notazione 11.45.
Per f ∈ C0(Σ,R) scriviamo Φ(f) = f(A) in analogia con il caso polinomiale.

Esercizio 11.46.
Se A ∈ Lsim(H) e A ≥ 0 allora A ammette una radice quadrata, cioè esiste B ∈
Lsim(H) con B ≥ 0 e B2 = A. Più in generale, per ogni n, A ammette una radice
n-esima che sia un operatore simmetrico positivo.

Esercizio 11.47.
Dato A ∈ Lsim(H) con A ≥ 0 esiste un unico B simmetrico e positivo tale che B2 = A.
Similmente per le radici n-esime.

Hint: usare la radice costruita col calcolo funzionale.
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Solution.
Sia
√
A data dal calcolo funzionale e sia B simmetrica positiva tale che B2 = A.

Notiamo che B commuta con A: BA = B3 = AB, quindi B commuta anche con
√
A

per questioni di calcolo funzionale.

0 = B2 − (
√
A)2 = (B +

√
A)(B −

√
A)

Notiamo che B +
√
A è simmetrico e positivo. Procediamo per casi:

• Se A è iniettivo allora B+
√
A ≥

√
A e quindi8 è iniettivo, dunque dall’equazione

sopra troviamo9 B −
√
A = 0.

• Scriviamo H = H1 ⊕ H0 con H0 = kerA e H1 = (kerA)⊥ = ImmA. Per
costruzione A|H1

: H1 → H1 è iniettivo (Concludere per esercizio).

□

Esercizio 11.48.
Per A ∈ Lsim(H) e f ∈ C0(Σ,R) si ha che f(A) commuta con ogni B che commuta
con A.

Hilbert complessi

Proposizione 11.49.
Sia A = A∗ in L(H), allora esiste un unico omomorfismo continuo

Φ : C0(Σ,C)→ L(H)

tale che Φ(idΣ) = A. Risulta inoltre che

1. Φ è isometrica

2. Φ(f) = Φ(f)∗ (Φ è uno ∗-omomorfismo).

3. Se f ∈ C0(Σ,R) e f ≥ 0 allora Φ(f) = Φ(f)∗ ≥ 0.

4. Se [A,B] = 0 allora [Φ(f), B]

Dimostrazione.
L’unicità segue dal fatto che z 7→ A implica che p 7→ p(A) per ogni poliniomio p ∈
C[z] e questi sono densi in C0(Σ,C) (stiamo usando il teorema di Stone-Weierstrass

su intervalli, basta estendere f : Σ → C a f̃ : [−∥A∥ , ∥A∥] → C continua e poi
approssimare questa con polinomi).

Mostriamo esistenza: tutto segue dal fatto che per p ∈ C[z] vale ancora che la
corrispondenza p 7→ p(A) è isometrica

∥p(A)∥2 = sup
∥x∥≤1

∥p(A)x∥2 = sup
∥x∥≤1

⟨p(A)∗p(A)x, x⟩ =

= ∥p(A)∗p(A)∥ (ckA
k)∗=ck(A

∗)k=ckA
k

=

= ∥p(A)p(A)∥ = ∥(pp)(A)∥ (11.43)
=

= ∥pp∥∞,Σ = ∥p∥2∞,Σ .

8T ≥ S =⇒ Tx · x ≥ Sx · x =⇒ ∥Tx∥ ≥ ∥Sx∥
9(B −

√
A)x = 0⇐⇒ (B +

√
A)(B −

√
A)x = 0 per iniettività e la seconda equazione è vera.
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11.4 Altre proprietà del raggio spettrale

Osservazione 11.50.
r(λT ) = |λ| r(T )

Osservazione 11.51.
Valgono le seguenti caratterizzazioni:

r(T ) < 1⇐⇒ Tn → 0

r(T ) ≤ 1⇐⇒ Tn limitata

Osservazione 11.52.
r(AB) = r(BA)

Dimostrazione.
Notiamo che (AB)n+1 = A(BA)nB, da cui∥∥(AB)n+1

∥∥ ≤ ∥A∥ ∥B∥ ∥(BA)n∥
e prendendo, la radice (n+ 1)-esima e passando al limite, troviamo

r(AB)←
∥∥(AB)n+1

∥∥1/(n+1) ≤ (∥A∥ ∥B∥)1/(n+1)
(
(∥(BA)n∥)1/n

)n/(n+1)

→ 1r(BA)

cioè r(AB) ≤ r(BA), ma per simmetria del problema vale anche l’altra disuguaglian-
za.

Osservazione 11.53.
σ(AB) \ {0} = σ(BA) \ {0}

Dimostrazione.
Se λ ̸= 0 e λ−BA è invertibile allora anche λ−AB lo è con inverso

X =
1

λ

(
I +A(λ−BA)−1B

)
.

Osservazione 11.54.
In generale (m > 2)

r(A1 · · ·Am) ̸= r(Aσ(1)···Aσ(m)
)

per σ ∈ Sn. Esistono controesempi in R3 con m = 3 per esempio.

Osservazione 11.55.
In generale NON sono vere r(AB) ≤ r(A)r(B) e r(A+B) ≤ r(A) + r(B)

Per esempio:

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0 0
1 0

)
⇝ AB =

(
1 0
0 0

)
, A+B =

(
0 1
1 0

)
e in questo caso

r(A) = r(B) = 0, ma r(AB) = 1 e r(A+B) = 1.
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11.5 Parentesi Esercizi

Sia ℓ2 = ℓ2(N,C).

Definizione 11.56 (Operatori di shift).
Sia S : ℓ2 → ℓ2 l’operatore di shift sinistro:

(Sx)i = xi+1 ∀i ∈ N

Definiamo lo shift destro R→ ℓ2 → ℓ2 come

(Rx)i =

{
0 i = 0

xi−1 i ≥ 1

Osservazione 11.57.
S è un inverso sinistro di R, cioè SR = idℓ2 . Notiamo invece che

RS = idℓ2 − P0

con P0 il proiettore sulla coordianta x0
10.

Osservazione 11.58.
S = R∗

Dimostrazione.
Per ogni x, y ∈ ℓ2 si ha

Sx · y =
∑
i≥0

xi+1yi =
∑
i>0

xiyi−1
(Ry)0=0

=
∑
i≥0

xi(Ry)i = x ·Ry

Esercizio 11.59.
Calcolare lo spettro e gli autovalori di S e R.

Solution.
Calcoliamo le varie quantitià:

σpt(S) Autovalori di S: sia x ̸= 0 tale che Sx = λx, cioè xi+1 = λxi per ogni i ≥ 0, cioè

xi = λix0 con x0 ̸= 0. Questa successione è in ℓ2 se e solo se |λ| < 1 quindi

σpt(S) = BC(0, 1).

σ(S) Poiché ∥S∥ = 1 si ha

σpt(S) ⊆ σ(S) ⊆ BC(0, 1)

ma poiché σ(S) è chiuso questo mostra che σ(S) = BC(0, 1).

σpt(R) Cerchiamo x ̸= 0 in ℓ2 tale che Rx = λx. Applicando S cerchiamo x tale che

x = λSx,

quindi λ ̸= 0 e 1
λ ∈ σpt(S) cioè |λ| > 1 e questo è assurdo perché

σpt(R) ⊆ σ(R)
∥R∥=1

⊆ BC(0, 1).
10cioè sul nucleo di S come ci aspettiamo dalla teoria
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σ(R) Notiamo che λ−R non è invertibile se e solo se (λ−R)∗ non è invertibile, cioè

(λ−R)∗ = λ−R∗ = λ− S

non è invertibile, cioè se e solo se λ ∈ σ(S), dunque σ(R) = BC(0, 1).

□

Osservazione 11.60.
Vale in generale σ(T ∗) = σ(T ) :=

{
λ | λ ∈ σ(T )

}
.

Osservazione 11.61.
Se B = L−1AL con L ∈ GL(X) allora λ ∈ σ(B) se e solo se B − λ /∈ GL(X), cioè

L−1(A− λ)L /∈ GL(X)⇐⇒ A− λ /∈ GL(X)

dunque σ(B) = σ(B).

Esercizio 11.62.
Calcolare spettro e autovalori dello shift bigettivo su ℓ2(Z,C)

x = (xi)i∈Z 7→ (xi+1)i∈Z

Solution.
Sia Mλ l’operatore di moltiplicazione per (λi) con |λ| = 1, cioè (Mλx)i = λixi.
Notiamo che

((Mλ−1SMλ)x)i = λ−iλi+1xi+1 = λ(Sx)i

cioè λS è coniugato a S.
Dunque per ogni λ ∈ C tale che |λ| = 1 si ha che σ(S) = σ(λS) = λσ(S), quindi

o σ(S) = ∅ oppure BOH PERCHÉ SCORRE LA CAZZO DI PAGINA
□

Esercizio 11.63.
Sia T : L2(I,C)→ L2(I,C) con I = [0, 1] l’operatore di Volterra, cioè

Tu(x) =

∫ x

0

u(t)dt.

1. Scrivere l’aggiunto T ∗ e l’operatore T ∗T

2. Calcolare lo spettro e gli autovalori di T ∗T con molteplicità. Determinare le
autofunzioni.

3. Sia |T | l’operatore
√
T ∗T , che è ben definito perché T ∗T simmetrico,

√
• ∈

C0([0, 1]) e σ(T ∗T ) ⊆ [0, 1] (stiamo usando (11.43)).

• Scrivere la funzione h(x, y) ∈ L2(I × I) nucleo integrale di |T |

|T |u(x) =
∫
I

h(x, y)u(y)dy.

• Calcolare le norme degli operatori

T, T ∗, T ∗T, |T |

Solution.
T ∗T è un operatore simmetrico e positivo.
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1. Notiamo che11

Tu(x) =

∫ x

0

u(t)dt =

∫
I

[t ≤ x]u(t)dt

dunque

T ∗v(x) =

∫
I

[x ≤ t]v(t)dt

infatti

⟨Tu, v⟩ =
∫
I

(∫
I

[t ≤ x]u(t)dt
)
v(x)dx

F.T.
=

∫
I

u(t)

(∫
I

[t ≤ x]v(x)dx
)
dt =

=

∫
I

u(t)T ∗v(t)dt = ⟨u, T ∗v⟩ .

Consideriamo ora T ∗T :

T ∗Tu =

∫
I

[x ≤ s]Tu(s)ds =
∫
I×I

[x ≤ s][t ≤ s]u(t)dtds =

=

∫
I

(∫
I

[x ≤ s][t ≤ s]ds
)
u(t)dt

dunque T ∗T è un operatore integrale con nucleo

k(x, t) =

∫
I

[x ≤ s][t ≤ s]ds =
∫
I

[s ≥ max(x, t)]ds = 1−max(x, t).

2. Chiaramente T ∗T è compatto in quanto T lo è (e quindi T ∗ e quindi la loro
composizione), oppure perché è un operatore integrale con nucleo in L2(I × I).
T ∗T è simmetrico e positivo:

(T ∗T )∗ = T ∗T ∗∗ = T ∗T

T ∗Tx · x = Tx · Tx ≥ 0.

Quindi lo spettro di T ∗T è costituito da una successione di autovalori ≥ 0
decrescenti verso 0. In realtà poiché T e T ∗ sono iniettivi si ha che gli autovalori
sono strettamente positivi. Inoltre, definito l’operatore Ju(x) = u(1− x), si ha

T ∗u = JTJu

cioè T ∗ e T sono coniugati in quanto J involuzione.

Gli autovettori sono una base Hilbertiana di L2(I) e ogni autovalore ha molte-
plicità finita. Dall’espressione di T e di T ∗ si ha che

Tu = f ⇐⇒

{
f ′ = u

f(0) = 0

con f ∈W 1,2(I) e f ′ = u come derivata debole. Invece

T ∗v = g ⇐⇒

{
g′ = −v
g(1) = 0

11Ricordiamo che [P] è la parentesi di Iverson, la funzione caratteristica dell’insieme ottenuto per
separazione sul dominio dalla condizione P
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dunque T ∗Tφ = λφ se e solo se λ ̸= 0, φ ∈ C∞ (se è Ck allora deve essere
anche Ck+2) e rispetta l’equazione differenziale

λφ′′ = −φ
φ̇(0) = 0

φ(1) = 0

In conclusione le autofunzioni sono

φ(x) = a cos

(
x√
λ

)
con
√
λn = 2

(2n+1)π , cioè gli autovalori sono

λn =
4

(2n+ 1)2π2
,

tutti con molteplicità semplice (perché l’equazione differenziale ha uno spazio
di soluzioni di dimensione al più 1 perché determinate da φ(0) per il teorema di
esistenza e unicità).

Le autofunzioni normalizzate corrispondenti sono

φn(x) =
√
2 cos

(
(2n+ 1)π

2
x

)
e formano una base ortonormale di L2([0, 1]). Verifiche varie per esercizio.

3. • Cerchiamo il nucleo integrale di |T |: per ogni n ∈ N si ha

|T |φn =
√
λnφn

dove φn sono le autofunzioni di T ∗T , infatti

σ(T ∗T ) = σ(|T |2) = σ(|T |)2 e σ(|T |) ⊆ [0,∞).

Ogni u ∈ L2(I) si scrive

u =
∑
n≥0

⟨u, φn⟩φn

quindi

|T |u = |T |

∑
n≥0

⟨u, φn⟩φn

 =
∑
n≥0

√
λn ⟨u, φn⟩φn =

=
∑
n≥0

√
λn

∫
I

u(t)φn(t)φn(x)dt =

=

∫
I

∑
n≥0

√
λnφn(t)φn(x)

u(t)dt

cioè |T | è un operatore integrale Hilbert-Schmidt con nucleo

h(x, t) =
∑
n≥0

√
λnφn(t)φn(x),
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che è L2(I × I) perché la famiglia {φk(t)φj(x)}k,j∈N è ortonormale12 su

L2(I × I) e∫
I×I

h(x, t)2dxdt =
∑

(
√
λn)

2 =
∑

λn =

=
4

π2

∑
n≥0

1

(2n+ 1)2
=

4

π2

π2

8
=

1

2
<∞

dove la prima uguaglianza segue dal fatto che {φk(t)φj(x)}k,j∈N è una
famiglia ortonormale.

Calcoliamo h più esplicitamente:

h(x, t) =
4

π

∑
n≥0

1

2n+ 1
cos

(
(2n+ 1)π

2
x

)
cos

(
(2n+ 1)π

2
t

)
.

Poniamo ξ = πx
2 e τ = πt

2 , da cui

h =
4

π

∑
n≥0

1

2n+ 1
cos ((2n+ 1)ξ) cos ((2n+ 1)τ) =

=
4

π

∑
n≥0

1

2n+ 1

cos((2n+ 1)(ξ + τ)) + cos((2n+ 1)(ξ − τ))
2

=

=
2

π

∑
n≥0

1

2n+ 1
cos((2n+ 1)(ξ + τ))+

+
2

π

∑
n≥0

1

2n+ 1
cos((2n+ 1)(ξ − τ)) =

=
2

π
ℜe

∑
n≥0

1

2n+ 1
ei(2n+1)(ξ+τ)

+

+
2

π
ℜe

∑
n≥0

1

2n+ 1
ei(2n+1)(ξ−τ)

 .

Ricordando lo sviluppo per |z| ≤ 1 e z ̸= ±113

log

(
1 + z

1− z

)
= 2

∑
n≥0

2n+ 1

z

2n+1

12e appaiono solo le componenti diagonali, come ha senso dato che stiamo diagonalizzando.
13si usa log(1 + z) =

∑
n≥1

(−1)n+1

n
zn
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si trova che

h =
1

π
ℜe
(
log

(
1 + ei(ξ+τ)

1− ei(ξ+τ)

)
+ log

(
1 + ei(ξ−τ)

1− ei(ξ−τ)

))
=

=
1

π
ℜe

(
log

(
e−i ξ+τ

2 + ei
ξ+τ
2

e−i ξ+τ
2 − ei ξ+τ

2

)
+ log

(
e−i ξ−τ

2 + ei
ξ−τ
2

e−i ξ−τ
2 − ei ξ−τ

2

))
=

=− 1

π
ℜe

(
log

(
e−i ξ+τ

2 − ei
ξ+τ
2

e−i ξ+τ
2 + ei

ξ+τ
2

)
+ log

(
e−i ξ−τ

2 − ei
ξ−τ
2

e−i ξ−τ
2 + ei

ξ−τ
2

))
=

=− 1

π
ℜe
(
log

(
−i tan

(
ξ + τ

2

))
+ log

(
−i tan

(
ξ − τ
2

)))
=

=− 1

π
ℜe
(
log

(
(−i)2 tan

(
ξ + τ

2

)
tan

(
ξ − τ
2

)))
(⋆)
=

=− 1

π
log

∣∣∣∣tan(ξ + τ

2

)
tan

(
ξ − τ
2

)∣∣∣∣
dove (⋆) segue perché

ℜe(log(z)) =1

2

(
log z + log(z)

)
=

1

2
(log(z) + log(z)) =

=
1

2
log(zz) =

1

2
log(|z|2) =

= log(|z|)

Sostituendo x e t ricaviamo

h(x, t) = − 1

π
log

∣∣∣∣tan(πx+ t

4

)
tan

(
π
x− t
4

)∣∣∣∣
• Notiamo che ∥T ∗T∥ = r(T ∗T ) = maxn λn = 4

π2 , inoltre (in generale)

∥T∥ = ∥T ∗∥ = ∥|T |∥ = ∥T ∗T∥1/2

quindi tutte queste valgono 2/π. Queste uguaglianze tra le norme seguono
come segue:

∥T∥2 = sup
∥x∥=1

Tx · Tx =
∑

∥x∥=1

T ∗Tx · x = ∥T ∗T∥

e lo stesso per |T |.

□

Fatto 11.64.
Se A ∈ L(H) è invertibile allora anche A∗, A∗A e |A| =

√
A∗A lo sono.

Proposizione 11.65.
Sia A ∈ L(H) invertibile e definiamo U = A |A|−1

. U è unitario e possiamo scrivere

A = US

con S = |A| e U = A |A|−1
con U unitario e S simmetrico positivo.
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Dimostrazione.
Mostriamo che U∗ = U−1:

U∗U = |A|−1
A∗A |A|−1

= |A|−1 |A|2 |A|−1
= Id

UU∗ = A |A|−1 |A|−1
A∗ = A(|A|2)−1A∗ = A(A∗A)−1A∗ = AA−1(A∗)−1A∗ = Id

Esercizio 11.66.
Possiamo scrivere l’operatore di Volterra nella forma polare T = U |T | con U unitario?

Esercizio 11.67.
Consideriamo l’operatore T ∈ L(ℓ2) definito da

Tu(k) = u(k + 1)− u(k + 2)

• Determinare l’aggiunto T ∗

• Determinare gli autovalori di T e T ∗ e calcolare σ(T ) e σ(T ∗)

• Calcolare la molteplicità algebrica e geometrica degli autovalori di T .

Solution.
Procediamo in ordine

• Sia T = S−S2 con S : ℓ2 → ℓ2 shift sinistro (Su(k) = u(k+1)). Sia R : ℓ2 → ℓ2
lo shift destro e notiamo che

T ∗ = R−R2.

• Usando le due verisioni del teorema della mappa spettrale (11.38) e (11.40) su14

σ(S), σ(R), σpt(S) e σpt(R) troviamo

σ(T ) = σ(T ∗) =
{
λ− λ2 | |λ| ≤ 1

}
, σpt(T ) =

{
λ− λ2 | |λ| < 1

}
, σpt(T

∗) = ∅

quindi σ(T ) è la regione delimitata dalla curva

γ(t) = eit − e2it.

• λ è autovalore di T se e solo se esite una successione u ∈ ℓ2 tale che per ogni
k ≥ 0

u(k + 1)− u(k + 2) = λu(k)

cioè se e solo se (S2 − S + λ)u = 0. Se al posto di ℓ2 lavoriamo nello spazio di
tutte le successioni allora troviamo uno spazio di soluzioni di dimensione 2, cioè

σpt(T ) =
{
z − z2 | |z| < 1

}
=
{
λ | z2 − z + λ ha uno zero di modulo < 1

}
e la molteplicità geometrica è il numero di zeri di z2 − z + λ dentro il disco
unitario.

□

14Ricordiamo che σ(S) = BC(0, 1), σpt(S) = BC(0, 1), σ(R) = BC(0, 1) e σpt(R) = ∅
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Capitolo 12

Spazi di Sobolev

12.1 Derivata debole

Definizione 12.1 (Derivata debole).
Sia I ⊆ R un intervallo aperto. Una funzione f : I → R in L1

loc(I) ha derivata
debole (o distribuzionale) g ∈ L1

loc(I) se

∀φ ∈ C∞
C (I),

∫
I

φ̇fdt = −
∫
I

φgdt.

Osservazione 12.2.
Ricordiamo che vale una inclusione

T :
L1
loc(I) −→ D′(I)
f 7−→ Tf : φ 7→

∫
I
φf

dunque in questi termini g è derivata debole per f se (Tf )
′ = Tg.

Osservazione 12.3.
Se f ∈ C1(I) allora ha derivata debole e questa coincide con la sua derivata classica
f ′ ∈ C0(I).

Esercizio 12.4.
Se u ∈ D′(I) è tale che u′ = 0 allora u è costante.

Osservazione 12.5.
Se f ∈ C0(I) ed esiste f ′ = g quasi ovunque NON è detto che g sia la derivata
distribuzionale.

Esempio 12.6.
Sia f la funzione di Cantor, cioè f : [0, 1] → R è l’unica funzione che sia un punto
fisso dell’endofunzione su {f : [0, 1]→ R} che manda una funzione f in

1
2f (3x) x ∈

[
0, 13

]
1
2 x ∈

[
1
3 ,

2
3

]
1
2f(3x− 2) + 1

2 x ∈
[
1
3 ,

2
3

]
che esiste in quanto questa associazione è una contrazione.

La funzione di Cantor ha f ′ = 0 per ogni x ∈ I \C, in particolare quasi ovunque.
Eppure la derivata debole di f non è 0, segue dall’esercizio.
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12.2 Ripassino di analisi 3

Definizione 12.7 (Funzioni assolutamente continue).
Una funzione f : [a, b] → R è assolutamente continua se per ogni ε > 0 esiste
δ > 0 tale che per ogni Ii = [ai, bi] ⊆ [a, b], 1 ≤ i ≤ n intervalli disgiunti tali che∑n

i=1 |bi − ai| < δ si ha
n∑

i=1

|f(bi)− f(ai)| < ε.

Fatto 12.8.
f è assolutamente continua se e solo se f =

∫ x

a
gdt per qualche g ∈ L1([a, b]). Inoltre

la derivata f ′(x) esiste per quasi ogni x ∈ [a, b] e vale g(x).

Osservazione 12.9.
La funzione di Cantor non è assolutamente continua.

Osservazione 12.10.
Le funzioni assolutamente continue sono la classe più ampia per cui vale il teorema
fondamentale del calcolo integrale.

Fatto 12.11.
Per assolutamente continue vale la formula di integrazione per parti, in particolare
per ogni φ ∈ C1

C(I) si ha ∫
I

fφ′ = −
∫
I

f ′φ

quindi la derivata quasi ovunque di una assolutamente continua coincide con la deri-
vata distribuzionale.

Teorema 12.12 (Radon-Nikodym).
Sia (X,Σ) uno spazio di misura e siano µ, ν due misure σ-finite su esso. Se ν è
assolutamente continua rispetto a µ (scritto ν ≪ µ) allora esiste una funzione f :
X → [0,∞) misurabile per Σ tale che per ogni A ∈ Σ misurabile si ha

ν(A) =

∫
A

fdµ.

La funzione f è detta funzione è detta derivata di Radon-Nikodym e si indica dν
dµ .

Osservazione 12.13.
Se m è la misura σ-finita definita sugli intervalli da

m([α, β)) = f(β)− f(α)

allora m≪ L dove L è la misura di Lebesgue.In questo caso f ′ è anche la derivata di
Radon-Nikodym di m.

Osservazione 12.14.
In generale vale una bigezione

{misure ≥ 0 finite su [a, b)} ←→ {f : [a, b)→ R cresc., cont. a sx, f(a) = 0}
µ 7−→ fµ(x) = µ([a, x))

µf ([α, β)) = f(β)− f(α) ←− [ f

dove in realtà µf è la misura determinata da quel comportamento sugli intervalli
semiaperti1.
1la σ-additività non è ovvia perché una successione crescente di intervalli semiaperti potrebbe accu-
mularsi in diversi punti, ma notiamo che è un insieme ben ordinato quindi possiamo indicizzare gli
insiemi con un ordinale numerabile e concludiamo per induzione transfinita
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12.3 Spazi di Sobolev

Definizione 12.15 (Spazio di Sobolev).
Per 1 ≤ p ≤ ∞ e I ⊆ R intervallo definiamo il relativo spazio di Sobolev come

W 1,p(I) = {f ∈ Lp(I) | f ′distr. ∈ Lp(I)}

Osservazione 12.16.
Uno spazio di Sobolev è uno spazio vettoriale.

Definizione 12.17 (Norma del grafico).
Siano X,Y Banach, A : D → Y con D ⊆ X e A operatore chiuso. La norma del
grafico su D è

∥x∥A = ∥x∥X + ∥Ax∥Y .

Questa norma rende D isomorfo al sottospazio chiuso ΓA ⊆ X × Y .

Proposizione 12.18.
L’operatore di derivazione

D :
W 1,p −→ L1

f 7−→ f ′

è lineare e chiuso, cioè il suo grafico

ΓD =
{
(f, f ′) ∈ Lp × Lp | f ∈W 1,p

}
è chiuso in Lp × Lp.

Dimostrazione.
Se (fn, f

′
n) è una successione su ΓD convergente in Lp × Lp a qualche coppia (f, g),

cioè fn → f e f ′n → g, allora segue che g = f ′ e quindi (f, g) ∈ ΓD. Infatti∫
I

fnφ
′ = −

∫
I

f ′nφ

passa al limite perché φ ∈ C∞
C , quindi∫

I

fφ′ = −
∫
I

gφ.

Corollario 12.19.
La norma del grafico2 sul dominio di D rende W 1,p uno spazio di Banach.

Dimostrazione.
Questa norma rende l’immersione ovvia

W 1,p ↪→ ΓD

una funzione continua e isometrica a valori in un sottospazio chiuso di Lp × Lp, che
è un Banach.

Osservazione 12.20.
W 1,p per 1 ≤ p ≤ ∞ è uno spazio di Banach, separabile per p <∞ in quanto lo sono
gli Lp(I), e riflessivo per 1 < p < ∞ (perché sottospazi chiusi e prodotti di Banach
riflessivi sono riflessivi).
2∥f∥1,p = ∥f∥p + ∥f ′∥p
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Osservazione 12.21.
Dall’inclusioneW 1,p ⊆ Lp×Lp segue una rappresentazione delle forme lineari continue
su W 1,p.

Dimostrazione.
Se L ∈W 1,p(I) esistono u, v ∈ (Lp)∗ tali che per ogni f ∈W 1,p si ha

⟨L, f⟩ = ⟨u, f⟩ = ⟨v, f ′⟩

per esempio, se u ∈ Lp e v ∈ Lq, poiché (Lp)∗ ∼= Lq

⟨L, f⟩ =
∫
I

(uf + vf ′)dt

?????????????[Questa parte me la sono persa a lezione]

Proposizione 12.22 (Caratterizzazioni spazio di Sobolev).
Per f ∈ Lp(I) e 1 < p ≤ ∞ le seguenti sono equivalenti

1. f ∈W 1,p(I)

2. esiste C ≥ 0 tale che per ogni φ ∈ C∞
C (I)∣∣∣∣∫

I

fφ′
∣∣∣∣ ≤ C ∥φ∥q

3. Esiste C ≥ 0 tale che per ogni J ⊆ I e per ogni h ∈ R con J + h ⊆ I si ha

∥τhf − f∥p,J ≤ C |h|

Dimostrazione.
Diamo le implicazioni

1. =⇒ 2. Se f ∈W 1,p(I) allora ∣∣∣∣∫ fφ′
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ f ′φ

∣∣∣∣ Hölder
≤ ∥f ′∥p ∥φ∥q .

2. =⇒ 1. Se vale 2. allora è ben definito il funzionale lineare continuo su C∞
C (I) dato da

φ 7→
∫
I

fφ′

Per continuità esso si estende per densità ad un funzionale lineare continuo su Lq, ma
allora è della forma φ 7→ −

∫
gφ con g ∈ Lp, dunque∫

fφ̇ = −
∫
gφ

ovvero esiste f ′dist ∈ Lp.

1. =⇒ 3. SOON...

Proposizione 12.23.
Le f ∈W 1,p(I) per 1 < p ≤ ∞ sono Hölder.
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Dimostrazione.
Per 1 < p <∞ si ha

|f(x)− f(y)| =
∣∣∣∣∫ y

x

1f ′(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ y

x

1

∣∣∣∣1/q ∥f ′∥p = ∥f ′∥p |x− y|
1/q

,

mentre per p =∞

|f(x)− f(y)| =
∣∣∣∣∫ y

x

1f ′(t)dt

∣∣∣∣ ≤ |x− y| ∥f ′∥∞ .

12.4 Parentesi Esercizi

Esercizio 12.24.
Per 1 < p ≤ ∞ e u ∈ Lp(R) sono equivalenti

1. u ∈W 1,p(R)

2. esiste C ≥ 0 tale che ∥τh(u)− u∥p ≤ C |h| per ogni h ∈ R

dove τh(u)(x) = u(x + h), quindi la seconda consizione significa che i rapporti
incrementali di u

δhu(x) =
u(x+ h)− u(x)

h

sono limitati in Lp per ogni h ∈ R \ {0}.

Solution.
Mostriamo le due implicazioni

1. =⇒ 2. Se u ∈ W 1,p, χ1 = χ[−1,0] e χh(x) = 1
hχ1(x/h) (notiamo χ1 ∈ L1(R), χ1 ≥ 0,∫

χ1 = 1) allora si ha

δhu(x) =
1

h

∫ x+h

x

u̇(t)dt =
1

h

∫
R
χ[x,x+h](t)u̇(t)dt =

∫
R
χh(x− t)u̇(t)dt = u̇ ∗ χh.

Poiché u̇ ∈ L0, dalla disuguaglianza di Young (p ≤ ∞) si ha

∥δhu∥p = ∥χh ∗ u̇∥p ≤ ∥χh∥1 ∥u̇∥p = ∥u̇∥p
Il ragionamento è analogo per h < 0.

2. =⇒ 1. Poiché p > 1 si ha Lp = (Lq)∗, quindi la successione
{
δhj

u
}
j≥0

con hj = 1
j , che

per ipotesi è limitata in Lp, ha una sottosuccessione che è w∗-convergente in Lp e
converge w∗ (uniformemente sui compatti (7.20)) ad una u ∈ Lp. In particolare per
ogni φ ∈ C∞

C (R) si ha 〈
δhju, φ

〉
→ ⟨v, φ⟩

ma ⟨δhu, φ⟩ = ⟨u, δ−hφ⟩, infatti

⟨δhu, φ⟩ =
1

h

∫
R
(τhu− u)φdt =

1

h

(∫
R
u(x+ h)φ(x)dx−

∫
R
u(x)φ(x)dx

)
=

=
1

h

(∫
R
u(x)φ(x− h)dx−

∫
R
u(x)φ(x)dx

)
=

=

∫
R
u(x)δ−hφ(x)dx
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Poiché φ ∈ C∞
C , δhjφ

L1

−−→ φ̇ (addirittura converge in D(Ω)) si conclude che

⟨v, φ⟩ = lim
j

〈
δhj

u, φ
〉
= lim

j

〈
u, δ−hj

φ
〉
= ⟨u, φ̇⟩

cioè u ha una derivata debole v ∈ Lp.

□

Osservazione 12.25.
Cosa succede per p = 1? Si ha 2. è equivalente a u ∈ BV (R), cioè u ∈ L1(R) e u̇ è
una misura di Radon.

L’idea è che L1 si immerge isometricamente in uno spazio che è un duale e poi
ragiono in modo analogo ma la convergenza debole star in questo spazio non restituisce
una funzione ma una misura.

Esercizio 12.26.
Per I = [a, b] e 1 < p ≤ ∞, l’inclusione

W 1,p(I) ↪→ C0(I)

è compatta.

Dimostrazione.
Abbiamo già visto che u ∈W 1,p(I) è Hölder di esponente 1/q (nota che 1 ≤ q <∞),
infatti

|u(y)− u(x)| =
∣∣∣∣∫ y

x

u̇(t)dt

∣∣∣∣ Hölder
≤ ∥u̇∥p

(∫ y

x

1dt

)1/q

= ∥u̇∥p |x− y|
1/q

.

Dunque, per Ascoli-Arzelá si ha che la palla unitaria di W 1,p (rispetto alla topologia
della norma ∥·∥1,p sullo spazio di Sobolev) è un insieme relativamente compatto in

C0([a, b]).

Osservazione 12.27.
È vero che W 1,p(R) ⊆ L∞(R)? È vero che è compatta?

Solution.
Considerando u ∈ C∞

C \{0} e la successione di traslate τnu si ha che questa successione
converge puntualmente a 0 ma la successione non tende a 0 né inW 1,p né in L∞. □

Esercizio 12.28.
È vero che è compatta l’inclusione W 1,1([0, 1]) ⊆ C0([0, 1])?

Solution.
No, basta trovare una successione in W 1,1 limitata che non ha sottosuccessioni con-
vergenti in (C0([0, 1]), ∥·∥∞). □
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Appendice A

Topologia

Proposizione A.1 (Topologia iniziale).
Sia X un insieme e F una famiglia di mappe a valori in uno spazio topologici.
Notazione:

F = {fj : X → (Yj , τj)}j∈I .

Allora esiste la topologia meno fine su X che rende continue le mappe fj. Una prebase
di questa topologia è data da {

f−1
j (A) | j ∈ I, A ∈ τj

}
.

In realtà basterebbe prendere una prebase per τj al posto di tutta la topologia.
Questa topologia è detta topologia iniziale della famiglia F e si denota τF .

Osservazione A.2 (Proprietà universale della topologia iniziale).
Data una mappa φ : (Z, τZ) → (X, τF ) essa è continua se e solo se f ◦ φ è continua
per ogni f ∈ F .

Dimostrazione.
Se φ è continua allora f ◦ φ è composizione di continue. Se sappiamo che f ◦ φ è
continua per ogni f ∈ F allora, se A è un aperto di X per continuità di f ◦φ abbiamo

τZ ∋ (f ◦ φ)−1(A) = φ−1(f−1(A))

cioè le preimmagini tramite φ di aperti di prebase sono aperti di Z, quindi φ è
continua.

Proposizione A.3 (Transitività della topologia iniziale).
Supponiamo di avere una famiglia di mappe F ′ = {fi : X → Yi}i∈I e per ogni i ∈ I sia
Gi = {gij : Yi → Zij}j∈Ji

una famiglia di mappe. Su ogni Yi consideriamo la topologia

iniziale determinata da Gi. Allora la topologia iniziale data da F ′ su X coincide con
la topologia iniziale su X definita da F = {gij ◦ fi | i ∈ I, j ∈ Ji}.

Dimostrazione.
Entrambe le topologie in esame sono generate dagli insiemi (gij ◦ fi)−1(A) al variare
di i ∈ I, j ∈ Ji e A ∈ τZij

, infatti

prebase per F → (gij ◦ fi)−1(A) = f−1
j (g−1

ij (A)) ← prebase per F ′.
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A.1 Limiti induttivi su spazi topologici

Proposizione A.4.
Sia {(Xn, τn)}n∈N una famiglia di spazi topologici con inclusioni continue Xn ⊆ Xn+1.
Allora esiste la più fine topologia τ∞ su X∞ =

⋃
n∈NXn che rende continue le

inclusioni Xn ⊆ X∞.
La topologia in questione è

τ∞ = {A ⊆ X∞ | ∀n ∈ N, A ∩Xn ∈ τn} =

=

{
A ⊆ X∞ | A =

⋃
n∈N

An, An ⊆ An+1, An ∈ τn

}
.

Dimostrazione.
Poiché la continuità delle inclusioni si traduce in “∀n, A ∩Xn ∈ τn” basta verificare
che questa condizione definisce una topologia, ma questo è ovvio perché

• (
⋃
Ai) ∩Xn =

⋃
Ai ∩Xn,

• (A ∩B) ∩Xn = (A ∩Xn) ∩ (B ∩Xn),

• ∅ ∩Xn = ∅ e

• X∞ ∩Xn = Xn.

Osservazione A.5.
Se ogni inclusione Xn ⊆ Xn+1 è inclusione di sottospazio, cioè τn è la topologia
indotta, allora τ∞ induce τn come topologia di sottospazio Xn ⊆ X∞.

Dimostrazione.
Se A0 ⊆ X0 aperto allora esiste A1 ∈ τ1 tale che A0 = A1 ∩ X0 perché τ0 è la
topologia indotta da τ1. Iterando troviamo An aperti inscatolati, quindi A =

⋃
nAn

e per costruzione A ∩X0 = A0. Per gli indici più alti è uguale.

Osservazione A.6.
f : X∞ → Z è continua se e solo se per ogni n ∈ N, f |Xn

→ Z è continua.

Osservazione A.7.
Il limite su sottosuccessione {Xnk

}k≥0 è sempre X∞ con la stessa topologia.

A.1.1 Limiti induttivi di SVT

Osservazione A.8.
In generale un limite induttivo di SVT Xn ⊆ Xn+1 con inclusioni lineari è uno spazio
topologico (X∞, τ∞) e uno spazio vettoriale, ma NON è uno SVT.

Il motivo è che la somma su X∞ non è necessariamente continua in quanto in
generale lim−→(Xn ×Xn) ̸= lim−→Xn × lim−→Xn anche se vale uguaglianza insiemistica.

+ :
⋃
Xn ×

⋃
Xn →

⋃
Xn è tale che la restrizione a Xn × Xn è continua, ma

questo non implica la continuità della intera mappa.

Cerchiamo di correggere
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Notazione A.9.
Se (Vi) è una successione di sottoinsiemi di X allora

∑
i∈N

Vi =
⋃
n∈N

n∑
i=0

Vi = {v1 + · · ·+ vn | vj ∈ Vj ∀j}

Lemma A.10.
Se X è SVT, per ogni U ∈ UX esiste una successione (Vi)i ⊆ UX tale che

∑
i≥1 Vi ⊆

U .

Dimostrazione.
Si costruisce (Vi) per induzione in modo che Vi+1 + Vi+1 ⊆ Vi, V0 = U . Questo
funziona perché

Vn +

n∑
i=1

Vi ⊆ Vn + V1 ⊆ U.

Lemma A.11.
Per successioni (Vi)i e (V ′

i )i di sottoinsiemi di X spazi vettoriali vale

• (
∑
Vi) + (

∑
V ′
i ) =

∑
(Vi + V ′

i )

• (
∑
Vi) ∩ (

∑
V ′
i ) ⊇

∑
(Vi ∩ V ′

i )

• Se ogni Vi è assorbente / bilanciato / convesso allora anche
∑
Vi lo è. Se

⋃
Vi

è assorbente allora anche
∑
Vi ⊇

⋃
Vi lo è.

Dimostrazione.
Ovvia apparentemente.

Proposizione A.12.
Sia (Xi) una successione di SVT con mappe Xi ∈ Xi+1 lineari continue iniettive
(senza perdita di generalità inclusioni).

Poniamo X∞ =
⋃

i≥0Xi, allora X∞ è uno spazio vettoriale ed esiste su esso la
più fine topologia di SVT che rende continue tutte le inclusioni Xn → X∞.

Dimostrazione.
Sia Ui un sistema di intorni per 0 in Xi, allora la continuità di Xi ↪→ Xi+1 si esprime
dicendo

{U ∩Xi | U ∈ Ui+1} ⊆ Ui
(l’uguaglianza corrisponderebbe a Xn sottospazio di Xn+1).

• Definitamo la base di intorni

U∞ =

{∑
i

Vi | Vi ∈ Ui, i ∈ N

}
.

Questa induce una topologia di SVT su X∞, segue dal secondo lemma.

• Le inclusioni (Xi,Ui)→ (X∞,U∞) sono continue, infatti per ogni
∑
Vi ∈ U∞ e

n ∈ N si ha
Xn ∩

∑
Vi ∈ Un

in quanto l’intersezione contiene Vn.
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• Per ogni L : X∞ → Y si ha L continua mostriamo che se L|Xi
: Xi → Y

continua per ogni Y allora L è continua.

Sia U ∈ UY . Per quanto visto esiste (Ui) ⊆ UY tale che
∑
Ui ⊆ U . Per

continuità di L|Xi
esiste Vi ∈ Ui tale che L(Vi) ⊆ Ui e quindi

L
(∑

Vi

)
⊆
∑

Ui ⊆ U

cioè L è continua.

• Questa topologia è la più fine che rende continue le inclusioni, infatti se Y =
(X∞, τ) e L = id : (X∞,U∞) → (X∞, τ) e (Xi,Ui) → (X∞, τ) continua per
ogni i allora id : (X∞,U∞)→ (X∞, τ) è continua per il punto precedente, cioè
U∞ è più fine di τ .

Definizione A.13 (Limite induttivo di SVT).
Sia (Xi) una successione di SVT con mappe Xi ∈ Xi+1 lineari continue iniettive
(senza perdita di generalità inclusioni). Definiamo il loro limite induttivo come
(X∞,U∞) con le notazioni della proposizione precedente, cioè

U∞ =

{∑
i

Vi | Vi ∈ Ui, i ∈ N

}
.

La topologia si chiama anche topologia limite di spazi di Fréchet come SVT,
abbreviata LF .

Osservazione A.14 (Caso SVTLC).
Se tutti gli Xi sono localmente convessi anche X∞ lo è in quanto

∑
Vi è convesso per

Vi convessi.
In questo caso una base di intorni in U∞ è data da

U ′
∞ = {C ⊆ X∞ | C convesso, C ∩ Cn ∈ Un ∀n}

infatti {
∑

i Vi | Vi ∈ Ui convesso, i ∈ N} è una base di intorni di U∞ e questi
∑
Vi

sono convessi che contengono Vi quando intersecati con Xi.
Viceversa se C ⊆ X∞ è convesso e C ∩Xn ∈ Un allora1

C ⊇
∑
i≥1

2−iC ⊇
∑
i≥1

2−i(C ∩Xi) ∈ U∞.

Osservazione A.15.
Prendendo sottosuccessioni di (Xi), il limite induttivo resta lo stesso (stesso insieme
e stessa topologia).

Definizione A.16 (Limite induttivo stretto).
SeXi ↪→ Xi+1 è una inclusione di sottospazio, cioè

2
{
V ∩Xi | V ∈ U∗

i+1

}
= U∗

i , allora
il limte induttivo in questo caso è detto stretto.

Proposizione A.17 (Proprietà limiti induttivi stretti).
Sia (X∞,U∞) un limite induttivo stretto di Xi

1ricorda che per C convesso, C + C = 2C.
2U∗

i è il sistema di tutti gli intorni di 0 in Xi
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1. Ogni Xn è un sottospazio di X∞

2. Se C è chiuso in Xn0
allora C è chiuso in X∞ se e solo se C è chiuso in ogni

Xn per n ≥ n0.

3. Se tutti gli Xn sono T0 anche X∞ lo è.

4. Se ogni Xn è chiuso in Xn+1 allora A ⊆ X∞ è limitato se e solo se è contenuto
e limitato in un Xn.

Dimostrazione.
Nelle ipotesi di limite induttivo stretto, una base di intorni di U∞ è data dagli intorni{∑

Vi | Vi ∈ Ui, Xi ∩ (Vi+1 + Vi+1) ⊆ Vi ∀i
}
,

infatti, essendo Xi sottospazio di Xi+1, per ogni Vi ∈ Ui esiste Wi+1 ∈ Ui+1 tale
che Xi ∩ Wi+1 ⊆ Vi, quindi basta scegliere Vi+1 ∈ Ui+1 tale che Vi+1 + Vi+1 ⊆
Wi+1. Dunque se avevamo una qualsiasi successione (V ′

i ) con Vi ∈ Ui basta restingere
iterativamente intersecando ogni volta con l’intorno trovato con il metodo sopra.

Da Xi ∩ (Vi+1 + Vi+1) ⊆ Vi segue che per ogni n ∈ N la successione di insiemi(
Xn ∩

(
Vk +

k∑
i=0

Vi

))
k≥n

è descrescente per inclusione, infatti

Xn ∩

(
Vk+1 +

k+1∑
i=0

Vi

)
Xk⊇Xn

= Xn ∩Xk ∩

(
Vk+1 + Vk+1 +

k∑
i=0

Vi

) ∑k
i=0 Vi⊆Xk

=

=Xn ∩

(
Xk ∩ (Vk+1 + Vk+1) +

k∑
i=0

Vi

)
⊆

⊆Xn ∩

(
Vk +

k∑
i=0

Vi

)
.

Segue che

Xn ∩
N∑
i=0

Vi ⊆ Xn ∩

(
VN +

N∑
i=0

Vi

)
⊆ Vn+1 +

n+1∑
i=0

Vi ⊆ Vn+1 + Vn+1 ⊆ Vn.

1. Scegliendo intorni come sopra, per ogni n

Xn ∩
∞∑
i=0

Vi =
⋃

N≥n

Xn ∩
N∑
i=0

Vi ⊆ Vn

quindi X∞ induce su Xn la topologia di Xn come volevamo.

2. Sia x ∈ X∞ \ C, allora x ∈ Xn1
per qualche n1 ≥ n0. C è chiuso in Xn1

per ipotesi
quindi c’è un intorno U di x in Xn1 disgiunto da C, quindi per il punto 1. esiste un
intorno V ∈ U∞ tale che V ∩Xn1 = U e quindi V ∩C = ∅, dunque C è chiuso in X∞.

3. Se ogni Xi è T0 allora (0) è chiuso in ogni Xi, quindi è chiuso in X∞ per il punto
precedente, ma (0) chiuso equivale a T0.
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4. Siccome ogni Xi è un sottospazio di X∞, una A ⊆ Xi è limitato in Xi se e solo se è
limitato in X∞, quindi basta provare che A limitato in X∞ implica esiste n tale che
A ⊆ Xn.

Equivalentemente, mostriamo che se A ⊆ X∞ e A ̸⊆ Xn per ogni n allora A non è
limitato. Se A ̸⊆ Xn per ogni n allora esiste una successione an ∈ A \ Xn, ma per
definizione an appartiene a qualche Xi, quindi esiste una succesisone strettamente
crescente di indici tale che

ank
∈ Xnk+1

\Xnk
.

Poiché X∞ è invariante per sottosuccessioni Xnk
si può supporre reindicizzando

an ∈ A, an ∈ Xn \Xn−1.

Notiamo che anche 1
nan ∈ Xn \Xn−1.

Essendo Xn−1 chiuso in Xn esiste un intorno Un ∈ Un tale che(
1

n
an − Un

)
∩Xn−1 = ∅

cioè 1
nan /∈ Xn−1+Un. Siano Vn ∈ Un tali che Vn+Vn ⊆ Un eXn∩(Vn+1∩Vn+1) ⊆ Vn.

Notiamo che

Xn ∩

∑
i≥0

Vi

 monotonia sopra

⊆ Vn ⊆ Xn−1 + Vn + Vn ⊆ Xn−1 + Un.

Poiché an ∈ Xn e an /∈ Xn−1 + nUn si ha che an /∈ n
(∑

i≥0 Vi

)
, quindi per ogni n

esiste un elemento di A che non appartiene a n
(∑

i≥0 Vi

)
, cioè A non è limitato.

Esempio A.18.
L’ipotesi di chiusura Xn ⊆ Xn+1 è necessaria per il punto 4.:

ConsideriamoXn una successione crescente di sottospazi di ℓ∞ conX0 = c0 muniti
della topologia indotta dalla w∗ di ℓ∞ = ℓ∗1. Sia X∞ ⊆ ℓinfty il limite induttivo
stretto di questi sottospazi.

La palla B0 di X0 è limitata (X0 è c0 con la topologia indotta dalla w∗ di ℓ∞, cioè

X0 = (c0, w)), quindi la chiusura di B0 in X∞ è limitata ma B0
X∞

non appartiene
ad alcun Xn:

B0
X∞ ∩Xn

limite stretto
= B0

Xn
.

La chiusura per la topologia di X∞ è comunque la chiusura rispetto alla topologia

debole∗, quindi per Goldstine B0
X∞

= B0
w∗

∩X∞ = Bℓ∞∩X∞, quindi B0
X∞∩Xn =

Bℓ∞ ∩Xn che non è tutta Bℓ∞ .
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Appendice B

Duali di ℓp

B.1 Norme estese

Definizione B.1 (Norma estesa).
Sia σ : KN → [0,∞] una norma estesa, cioè

1. σ(x+ y) ≤ σ(x) + σ(y)

2. σ(λx) = |λ|σ(x)

3. σ(x) = 0⇐⇒ x = 0

Inoltre supponiamo che

4. per ogni n ∈ N esista Cn tale che per ogni x ∈ KN si abbia |x(n)| ≤ Cnσ(x)

5. σ è LSC1 rispetto alla convergenza puntale, cioè

xν ∈ KN, ∀i xν(i)→ x(i) =⇒ σ(x) ≤ lim inf
ν→+∞

σ(xν)

Esempio B.2.
La funzione σ(x) = (

∑
|xi|p)1/p è una norma estesa su KN che ha proprietà indicate.

Anche σ(x) = ∥x∥∞ ha queste proprietà.

Osservazione B.3.
Le proprietà 4. e 5. sono equivalenti a dire che {σ ≤ 1} è compatto in KN, infatti

4.⇐⇒ {σ ≤ 1} ⊆
∏
n

B(0, Cn) ⊆ KN

e 5. equivale a chiedere {σ ≤ 1} chiuso, quindi insieme dicono che {σ ≤ 1} è un chiuso
in un compatto (

∏
nB(0, Cn) è prodotto di compatti).

Definizione B.4 (Dominio di finitezza).
Definiamo il dominio di finitezza della norma estesa σ come

ℓσ =
{
x ∈ KN | σ < +∞

}
Esercizio B.5.
Il dominio di finitezza ℓσ è uno spazio di Banach e σ induce la norma.

1semicontinua inferiormente
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Dimostrazione.
Traccia:

• Verificare che ℓσ è uno spazio vettoriale

• σ è una norma

• Verificare la completezza:

– Sia (xν)ν ⊆ ℓσ di Cauchy per σ. Allora per ogni n ∈ N

(xν(n))ν ⊆ K

è una successione di Cauchy in K (proprietà 4. insieme al fatto che (xν) è
Cauchy), quindi esiste x ∈ KN tale che xν → x puntualmente.

– Verificare che x ∈ ℓσ: essendo di Cauchy, xν è limitata, cioè σ(xν) ≤ R
per qualche R ∈ R, dunque σ(x) ≤ R perché {σ ≤ R} è chiuso.

– Verficare che σ(xν − x)→ 0: Per ogni ε > 0 esiste n ∈ N tale che per ogni
p, q ≥ n vale σ(xp−xq) ≤ ε. Notiamo che xp−xn → x−xn puntualmente,
quindi per la semicontinuità si ha che per ogni ε > 0 esiste n ∈ N tale che
per ogni q ≥ n vale

σ(x− xq) ≤ lim inf
p→+∞

σ(xp − xq) ≤ ε

cioè σ(x− xq)→ 0 in norma σ.

Osservazione B.6.
Questa è una seconda dimostrazione della completezza di ℓp per 1 ≤ p ≤ ∞.

Osservazione B.7.
Funziona anche l’analogo per paranorme, quindi in realtà segue anche la completezza
di ℓp per 0 < p ≤ 1.

B.2 Duali di ℓp

Proposizione B.8 (Duali di ℓp).
Se p e q sono esponenti coniugati ( 1p+

1
q = 1, 1

∞ ≑ 0) allora vale l’isometria (ℓp)
∗ ∼= ℓq.

Dimostrazione.
Esiste una inclusione lineare isometrica data da

Φ :
ℓq −→ (ℓp)

∗

y 7−→ Φy : x 7→
∑∞

i=0 yixi
,

dove la serie in esame converge assolutamente per la disuguaglianza di Hölder:∑
|xiyi| ≤ ∥x∥p ∥y∥q .

Effettivamente Φy : ℓp → K è lineare e continua per ∥·∥(ℓp)∗ , infatti

∥Φy∥(ℓ∗p) = sup
∥x∥p≤1

∣∣∣∣∣
∞∑
i=0

xiyi

∣∣∣∣∣ ≤ sup
∥x∥p≤1

∥x∥p ∥y∥q = ∥y∥q .

La stessa disuguaglianza mostra che Φ stessa è un elemento di L(ℓq, (ℓp)
∗) di norma

minore o uguale a 1.
Resta da mostrare che Φ è isometrica e surgettiva.
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1 < p <∞ Per mostrare che ∥Φy∥ℓ∗p = ∥y∥q per ogni y ∈ ℓq consideriamo x ∈ KN dato da

xi = sgn yi |yi|q−1
. Con questa scelta si ha che

xiyi = sgn yisgn yi |yi|q = |yi|q ,

inoltre

∥x∥pp =

∞∑
i=0

|x(i)|p =

∞∑
i=0

|yi|(q−1)p
=

∞∑
i=0

|yi|q = ∥y∥qq ,

cioè x ∈ ℓp e

∥Φy∥ℓ∗p ≥
Φy(x)

∥x∥p
=

∑∞
i=0 |yi|

q

(∥y∥q)q/p
= ∥y∥q−q/p

q = ∥y∥q ,

d’altronde sappiamo che vale anche l’altra disuguaglianza in generale, quindi abbiamo
∥Φy∥ℓ∗p = ∥y∥q come voluto.

p =∞, q = 1 Sia xi = sgn yi. Segue che ∥x∥∞ ≤ 1 quindi è un elemento valido e

Φy(x) = ∥y∥1 ,

da cui segue ∥Φy∥ℓ∗∞ ≥ ∥y∥1 come voluto.

p = 1, q =∞ In generale ∥Φy∥ℓ∗1 non è raggiunto come Φy(x) per qualche x
2. La conclusione però

vale comunque.

Mostriamo ora che l’inclusione è surgettiva per 1 ≤ p <∞. Per ogni φ ∈ ℓ∗p cerchiamo
y ∈ ℓq tale che φ = Φy. C’è un solo y possibile, basta valutare φ negli ei = (δij)j .
Per ogni m ∈ N sia Pm : KN → Km il proiettore sulle prime m-entrate. Considerando
Pm come operatore Pm : ℓp → Km ⊆ ℓp restringendo il dominio, definiamo φm =
φ ◦ Pm = P ∗

mφ. Infine, sia

ym = Pmy = (y(0), y(1), · · · , y(m− 1), 0, 0, · · · ) =
m−1∑
i=0

yiei,

e notiamo che
φm = Φym

infatti sono entrambi elementi di ℓ∗p e

φm(ek) = φ(Pm(ek)) =

{
φ(ek) se k < m

0 se k ≥ m

Φym
(ek) =

∞∑
i=0

ym(i)ek(i) = ym(i) =

{
φ(ek) se k < m

0 se k ≥ m

quindi φm e Φym
coincidono su (ek), quindi sullo span di questi e quindi sulla chiusura

di questo span, che è ℓp se p <∞.
Essendo Φ isometrica

∥ym∥q = ∥Φym
∥ℓ∗p = ∥φm∥ℓ∗p ≤ ∥φ∥ℓ∗p

quindi
∑m−1

i=0 |y(i)|
q ≤ ∥φ∥qℓ∗p per ogni m, dunque passando al sup in m

∥y∥q ≤ ∥φ∥ℓ∗p
e quindi y era un elemento valido di ℓq.
2per esempio yi = 1− 2−i perché in tal caso Φy(x) =

∑
(1− 2−i)xi <

∑
|xi| = ∥x∥1
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Proposizione B.9.
Si ha che ℓ1 ∼= c∗0

Dimostrazione.
Consideriamo

Φ :
ℓ1 −→ c∗0
y 7−→ x 7→

∑∞
i=0 xiyi

Allora Φ è lineare e |Φy(x)| ≤ ∥x∥∞ ∥y∥1. Φ è isometrica

∥Φy∥c∗0 = sup
∥x∥∞≤1,x∈c0

∑
xiyi = ∥y∥1 ,

infatti l’estremo superiore si realizza con la successione xn = sgn yχ[0,n] (Φy(x
n) =∑n

i=0 |yi| e passando al limite in n troviamo proprio ∥y∥1). Inoltre Φ è surgettiva
infatti (ek)k ∈ N ⊆ c0 genera un sottospazio denso.

B.2.1 ℓ1, c0 e ℓ∞

Definizione B.10 (Finita additività).
Una funzione µ : P(S)→ K è finitamente additiva se per ogni A,B ⊆ S disgiunti,
µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).

Osservazione B.11.
Domanda: c0 è un duale? Cioè, esiste X Banach tale che X∗ è linearmente omeomorfo
a c0?

NO! Perché c0 non è complementato in ℓ∞ (difficile da mostrare). Questo basta
per (3.12).

Lemma B.12.
Se X è un sottospazio ∞-dimensionale di ℓ1 allora esiste una successione (xk) ⊆ X
e una successione di naturali (Tk) ⊆ N strettamente crescente tali che

∥xk∥1 = 1

∥xk∥1,[0,Tk]
=
∑Tk

i=0 |xk(i)| ≥ 3/4

xk+1|[0,Tk]
= 0

Dimostrazione.
Scegliamo x0 ∈ X di norma 1 e T0 ∈ N che abbia la seconda proprietà. Supponiamo
ora di aver definito x0, · · · , xk e di avere T0 < · · · , Tk, allora

X ∩
{
x ∈ ℓ1 | x|[0,Tk]

= 0
}
̸= ∅

in qunato intersezione fra un sottospazo di dimensione infinita e dei sottospazi di
codimensione finita, infatti quell’intersezione si può scrivere come⋂

0≤i≤Tk

{x ∈ X | x(i) = 0} .

Prendendo un elemento xk+1 normalizzato in questa intersezione abbiamo esteso la
successione. Per scegliere Tk+1 basta prenderlo maggiore di Tk e tale che

∥xk+1∥1,[0,Tk+1]
≥ 3/4.
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Proposizione B.13.
Se Y ⊆ ℓ1 è un sottospazio chiuso di dimensione infinita allora Y contiene una copia
di ℓ1.

Se guardi a lungo dentro ℓ1, ℓ1 guarda dentro di te.

Dimostrazione.
Sia X sottospazio chiuso di dimensione infinita di ℓ1 e siano (xk) ⊆ ℓ1 e (Tk) ⊆ N
come nel lemma (B.12) Definiamo l’operatore lineare

L :
ℓ1 −→ X
λ 7−→

∑∞
k=0 λkxk

L è ben definita perché la serie è assolutamente convergente rispetto a ∥·∥1∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

λkxk

∥∥∥∥∥
1

≤
∞∑
k=0

|λk| ∥xk∥1 ≤ ∥λ∥1 .

Notiamo anche che X chiuso e quindi L continuo di norma ∥L∥ ≤ 1.
Sia Ik = [0, Tk] e notiamo che

∥Lλ∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

λkxk

∥∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥∥

∞∑
k=0

λkxk|Ik

∥∥∥∥∥−
∞∑
k=0

∥∥∥∥λkxk|Ic
k

∥∥∥∥ =

=

∞∑
k=0

|λk|
∥∥∥xk|Ik∥∥∥1 −

∞∑
k=0

|λk|
∥∥∥∥xk|Ic

k

∥∥∥∥ ≥
≥3

4
∥λ∥1 −

1

4
∥λ∥1 =

1

2
∥λ∥1

dunque L : ℓ1 → X è fortemente iniettivo e quindi è un isomorfismo con l’immagine
in quanto questa è chiusa.

Esercizio B.14.
c0 non è un duale.

Dimostrazione.
Segue dalla proposizione (B.13): se esistesse X tale che X∗ ∼= c0 allora ιX : X ↪→
X∗∗ ∼= ℓ1 e quindi per la proposizione X contiene un sottospazio Y isomorfo a ℓ1, ma
allora da Y ⊆ X segue

ℓ∞ ∼= ℓ∗1
∼= Y ∗

(5.40)∼= X∗/Ann(Y ) ∼= c0/AnnY

ma ℓ∞ non è separabile mentre c0 è separabile e ogni quoziente di un separabile deve
essere separabile.

Proposizione B.15.
Si ha che ℓ1 ↪→ ℓ∗∞ è una immersione isometrica NON surgettiva.

Dimostrazione.
L’iniezione è chiara. Consideriamo le funzioni che hanno limite (le costanti a meno di
una infinitesima)

c =
{
x ∈ ℓ∞ | ∃ lim

i→∞
xi

}
∼= c0 ⊕ R
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Esiste un funzionale su c dato da

λ :
c −→ K
y 7−→ lim yi

.

Questo è continuo perché ∥λ∥ ≤ 1 (perché |lim yi| ≤ ∥y∥∞). Per il teorema di Hahn-
Banach (3.4) si estende ad un funzionale continuo in ℓ∞.

Consideriamo

ba = {µ : P(N)→ K | limitate e finitamente additive.} ⊆ (B(P(N),K), ∥·∥∞)

e la mappa

Ψ :
ℓ∗∞ −→ ba
y 7−→ A 7→ y(χA)

Notiamo che Ψ è surgettiva: se µ ∈ ba e definiamo una funzione lineare su ℓ∞ come
segue

• Se x ∈ ℓ∞ è della forma x =
∑
ciχAi , cioè x(N) ⊆

{∑
i∈J ci | J ⊆ {0, · · · , n}

}
è finito, quindi

x =
∑
c∈K

cχ{x=0} è una somma finita

Sia S il sottoinsieme di ℓ∞ delle successioni di questa forma. Mostriamo che
S = ℓ∞ dove la chiusura è presa rispetto a ∥·∥∞. Per ogni x ∈ ℓ∞ con x : N→ R
si ha che

x− 2−n ≤ xn =
⌊2nx⌋
2n

≤ x

• Per x ∈ S dato da x =
∑n

i=1 ciχAi
poniamo ⟨µ, x⟩ =

∑n
i=1 ciµ(Ai). Chiaramen-

te abbiamo linearità e la buona definizione segue dal fatto che questa espres-
sione coincide con

∑
c∈K cµ ({x = 0}) per finita additività, ma questa forma è

univocamente determinata da x.

• Vale che |⟨µ, x⟩| ≤ ∥x∥∞
(∑

c∈K |µ({x = c})|
)
infatti per ogni c, se µ({x = c}) ̸=

0 allora |c| ≤ ∥x∥∞ per definizione.

• Per ogni µ esiste C tale che per ogni x ∈ S si ha

|⟨µ, x⟩| ≤ C ∥x∥∞

(VERIFICARE!)

• Quindi µ si estende alla chiusura di S, che è tutto ℓ∞.

Notiamo che ba = ℓ∗∞ = ℓ∗∗1 = c∗∗∗0 , quindi ℓ1 ↪→ ℓ∗∗1 = ba è complementato per il
lemma (3.12).

Proposizione B.16 (Convergenza forte e debole coincidono su ℓ1).
La convergenza debole e la convergenza in norma per ℓ1 sono la stessa cosa.

Dimostrazione.
Poiché la topologia debole è meno fine della topologia forte basta mostrare che
convergenza debole implica convergenza in ∥·∥1.

Consideriamo una successione (fn) che converge debolmente in ℓ1 a f , cioè per
ogni funzionale ϕ lineare continuo su ℓ1 si ha che ⟨ϕ, fn⟩ → ⟨ϕ, f⟩. A meno di sottrarre
f a ogni termine della successione supponiamo f = 0:

⟨ϕ, fn⟩ → ⟨ϕ, f⟩ ⇐⇒ ⟨ϕ, fn − f⟩ → 0.
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Ricordando (B.8) che ℓ∞ = ℓ∗1, l’ipotesi significa che per ogni φ ∈ ℓ∞ si ha∑
i

φ(i)fn(i)→ 0.

Se mostriamo che (fn) ammette una sottosuccessione convergente in norma a 0 allora
applicando la stessa dimostrazione ad ogni sottosuccessione di (fn) avremo verificato
le ipotesi della proprietà di Urysohn (1.49) e quindi avremo mostrato che (fn) converge
per ∥·∥1.

Consideriamo prima il caso particolare di successioni fn a supporto disgiunto: Sia
φ ∈ ℓ∞ la successione data da

φ =
∑
i∈N

sgn fi dove (sgn fi)(x) =

{
fi(x)/ |fi(x)| fi(x) ̸= 0

0 fi(x) = 0

che è ben definita perché le fi hanno supporto disgiunto. Notiamo che

⟨φ, fn⟩ =
〈
sgn(fn), fn

〉
= ∥fn∥1

e quindi
∥fn∥1 = ⟨φ, fn⟩ → 0

come voluto.
Poiché fn → 0 debolmente, considerando i funzionali che estraggono una coordi-

nata si ha che la convergenza è anche puntuale.
Avendo mostrato la tesi nel caso di sopporti disgiunti, se troviamo una successione

(gj)j≥0 ⊆ ℓ1 di successioni a supporto disgiunto e una sottosuccessione (fnj
) tale che∥∥fnj

− gj
∥∥
1
→ 0 allora abbiamo finito perché le due avranno lo stesso limite (sia forte

che debole). Dato che (fn) converge debolmente a 0, (gj) converge a 0 e quindi anche
(fn) converge (ora in norma) a 0.

Costruiamo le gj ricorsivamente:

j = 1 Sia n1 = 1 e poniamo g1 = fn1
χ[1,N1] dove N1 è tale che ∥g1∥1 ≥ ∥fn1

∥1− 1 (e quindi

∥f1 − g1∥1 ≤ 1), che esiste perché

lim
N→+∞

∥∥f1χ[1,N ]

∥∥
1
= lim

N

N∑
x=1

|f1(x)| =
∑
x≥1

|f1(x)| = ∥f1∥1 .

j > 1 Sia nj tale che
∣∣fnj (x)

∣∣ < 1
jNj−1

per ogni x ≤ Nj−1, che possiamo fare perché fn
converge puntualmente a 0. Sia

gj = fnjχ[Nj−1+1,Nj ]

dove Nj è tale che ∥gj∥1 ≥
∥∥fnj

∥∥
1
− 1/j (e quindi

∥∥fnj − gj
∥∥
1
≤ 1/j), che esiste

perché ∥∥fnj

∥∥
1
<

1

j
+

∑
x≥Nj−1+1

∣∣fnj
(x)
∣∣ = 1

j
+ lim

N→∞

∥∥fnj
χ[Nj−1+1,N ]

∥∥
1
.
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Osservazione B.17.
Questo è un esempio dove due topologie diverse hanno “le stesse successioni conver-
genti”.

Fatto B.18.
Esiste A ⊆P(N) di cardinalità del continuo tale che per ogni A,B ∈ A dove A ̸= B
allora |A ∩B| < ℵ0 e |A| = |B| = ℵ0.

Dimostrazione.
Consideriamo Q al posto di N, tanto per le cardinalità non cambia nulla. Per ogni
irrazionale λ consideriamo Aλ = {⌊nλ⌋ /n | n ∈ N} ⊆ Q. Poniamo A = {Aλ}λ∈R\Q.
Ogni Aλ è inifinito ma se λ ̸= µ allora Aλ ∩ Aµ è finito perché ogni successione che
converge a λ cade definitivamente in un intorno di λ e similmente per µ, allora scelgo
intorni disgiunti.

Lemma B.19.
Ogni sottospazio Y di ℓ∞ ha duale w∗-separabile.

Dimostrazione (modo diretto).
Per ogni k ∈ N sia ek : Y → K la valutazione f 7→ f(k). Allora3 SpanQ̃({ek}k∈N) è
w∗-denso in Y ∗ e quindi Y ∗ è w∗-separabile: stiamo usando il criterio SpanS ⊆ Y ∗ è
w∗-denso se e solo se S⊥ = (0) (proposizione (5.36) e corollario (5.37)) e

({ek}k∈N)⊥ = {y ∈ Y | ⟨ek, y⟩ = 0 ∀k ∈ N} = {0} ⊆ ℓ∞.

Dimostrazione (concettuale).
Se (X, ∥·∥) è uno spazio normato separabile, X∗∗ è sempre w∗-separabile, quindi consi-
deriamo X = c0, X

∗∗ = ℓ∞. Questo è vero perché se S ⊆ X è numerabile e ∥·∥-denso
allora la sua chiusura debole∗ in X ⊆ X∗∗ contiene almeno X (su X la σ(X∗∗, X)

induce σ(X,X∗) che è meno fine della topologia forte e quindi X
σ(X∗∗,X∗)

= X∗∗ per
Goldstine (5.39)).

Se poi Y ⊆ ℓ∞ sappiamo che Y ∗ è un quoziente di ℓ∗ (dato da ℓ∗∞/Y
⊥) in quanto la

mappa π : ℓ∗∞ → ℓ∗∞/Y
⊥ è w∗-continua e surgettiva4 (e quindi l’immagine di S ⊆ ℓ∗∞

densa resta densa). Se S = ℓ∗∞ allora

π(ℓ∗∞) = π(S) ⊆ π(S)

Proposizione B.20.
c0 non è complementato in ℓ∞.

Dimostrazione.
Supponiamo che esista Y sottospazio chiuso di ℓ∞ tale che ℓ∞ = Y ⊕ c0, allora Y
sarebbe omeomorfo al quoziente ℓ∞/c0, ma ogni sottospazio di ℓ∞ è w∗-separabile
per il lemma, ma ℓ∞/c0 non lo è:

Fissiamo A come nel fatto (B.18). Per ogni A ∈ A notiamo che χA ∈ ℓ∞. Sia ξA
l’immagine di questa caratteristica in ℓ∞/c0. Sia g ∈ (ℓ∞/c0)

∗, affermo che

S = {A ∈ A | ⟨g, ξA⟩ ≠ 0} è al più numerabile.

3Q̃ = Q se K = R e Q̃ = Q+ iQ se K = C.
4se j : Y → X è l’inclusione, j∗ = π : X∗ → Y ∗ è surgettiva e w∗-continua (4.10).

148



Basta mostrare che per ogni ε > 0 l’insieme Sε = {A ∈ A | |⟨g, ξA⟩| ≥ ε} è finito
(infatti S =

⋃
Q∋ε>0 Sε).

Siano A1, · · · , Am ∈ Sε e definiamo ξ =
∑m

i=1 sgn(⟨g, ξAi⟩)ξAi . Per linearità

ξ = π

(
m∑
i=1

sgn(⟨g, ξAi
⟩)χAi

)
,

dunque

⟨g, ξ⟩ =
m∑
i=1

sgn(⟨g, ξAi
⟩) ⟨g, ξAi

⟩ =
m∑
i=1

|⟨g, ξAi
⟩| ≥ mε.

Inoltre ∥ξ∥ℓ∞/c0
= 1 perché qualunque combinazione lineare φ delle χAi ha valore

superiore a 1 solo sulle intersezioni delle Ai e questo è un insieme finito, quindi
φ = 1 + h per h ∈ c0, quindi [φ] = 1.

Mettendo tutto insieme ∥g∥ ≥ ∥⟨g, ξ⟩∥ ≥ mε e quindi m ≤ ∥g∥ /ε, dunque

|Sε| ≤
∥g∥
ε
.

Se G ⊆ (ℓ∞/c0)
∗ è un sottoinsieme numerabile allora è numerabile anche⋃

g∈G

{A ∈ A | ⟨g, ξA⟩ ≠ 0}

perché unione numerabile di insiemi al più numerabili. Poiché A non è numerabile
esiste Ã ∈ A tale che 〈

g, ξÃ
〉
= 0 ∀g ∈ G

e ξÃ ̸= 0 perché ha norma pari a 1, cioè

ξÃ ∈ G⊥ ̸= (0)

ma ricordiamo che Span(G)
w∗

= (G⊥)
⊥ e che Span(G) è w∗-denso se e solo se G⊥ =

(0) (5.33).
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Appendice C

Domande degli orali

Segue una lista (immagino non esaustiva) delle domande che sono state fatte durante
gli orali di quest’anno. Il numero di asterischi indica quante volte la stessa domanda
è stata fatta a diverse persone. Le indentature indicano domande che sono discese da
quella con indentatura minore precedente. Indicherò queste domande anche al livello
base in modo da poter segnalare la molteplicità.

• Duale di (X,σ(X,F)) e relativi lemmi (4.8)

– Che ruolo giocano le seminorme? Cosa vuol dire topologizzare con semi-
norme?

– Cosa vuol dire continuità rispetto ad una famiglia di seminorme?

– Quando uno spazio topologizzato da seminorme è T2? Quando separato?

• Dimostra che la chiusura di assco(A) è (A0)0 (5.33)

• Teorema del grafico chiuso (5.14) (sketch)

• Teorema dell’immagine chiusa (5.43)

• Dimostra il lemma di iterazione

– SU è aperto

– T ∗ fortemente iniettiva implica T surgettiva

– Teorema della mappa aperta

– Estensione di Tietze

• SU è aperto (5.9)

• T ∗ fortemente iniettiva implica T surgettiva (5.24)

• Teorema della mappa aperta (5.10)

•• Dimostra il teorema di estensione di Tietze (5.4)

– Esercizio inerente

• Dimostra Banach-Steinhaus (4.27)

– limitato debole = limitato forte

– Raggio spettrale con formula di Cauchy Hadamard
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• Limitato debole = limitato forte (4.36)

•• Dimostra Banach-Alaoglu (7.1)

– Conseguenze di Banach-Alaoglu? Kakutani per esempio.

• Dimostra il teorema di Goldstine (5.39)

– Kakutani

– Milman-Pettis

• Cosa sappiamo sui riflessivi?

– Kakutani

– gli ℓp sono riflessivi

– X è riflessivo se e solo se Y ⊆ X chiuso e X/Y lo sono (sketch)

• • •• Dimostra Kakutani (7.4)

• Dimostra Milman-Pettis (6.7)

• Separabilità di X e X∗ in termini di metrizzabilità (6.2)

• Se Y ⊆ X sottospazio chiuso, X è riflessivo se e solo se Y e X/Y lo sono (5.49)

• Parla del calcolo funzionare per operatori autoaggiunti

– come si costruisce f(T )

– Caso complesso vs caso reale

– fatti generali e cosa segue da cosa

•• Costruzione di f(T ) per T simmetrico

• Dimostra la formula di Cauchy-Hadamard-Gelfand (11.12)

• Parla di Distribuzioni e supporto

• Caratterizzazione di distribuzioni a supporto in un punto

• Le distribuzioni a supporto compatto sono il duale delle funzioni C∞(Ω)

• Esistenza e unicità della radice quadrata

• Se T è compatto, dimker(I − T ) è finita

• Perché c0 non è addendo diretto di ℓ∞? (solo citando i lemmi coinvolti)

•• Fatti e fatterelli su ℓ1, per esempio: è il duale di c0, non è riflessivo (più modi),
convergenza debole equivale convergenza forte

• Duali di c0 e ℓ1

– Dove si usa la claratterizzazione del duale di c0? (Dieudonne)**********

• ℓp è riflessivo per 1 < p <∞
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