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Capitolo 1

Norme e Seminorme

Il corso si concentra sulla relazione che si crea tra la struttura lineare e la struttura
topologia degli spazi normati.
Per K intendiamo un campo tra R o C.

1.1 Norme e seminorme

Definizione 1.1 (Seminorma).
Se X & uno spazio vettoriale su K, una seminorma ¢ una funzione ||-|| : X — [0, +00)
tale che

L ||z +yl < ||zl + |yl (Disuguaglianza triangolare)
2. ||IAz]| = A|z|| se A € R, A > 0 (Positivamente omogenea)
2. | Ax|| = ||z|| se |\ =1 (Isotropa)

Se inoltre vale ||z|| = 0 <= x = 0 allora ||-|| ¢ detta norma.
La coppia (X, ||-||) si dice spazio (semi)normato.

Osservazione 1.2.
Su uno spazio (semi)normato possiamo definire una (semi)distanza indotta ponendo

d(z,y) = [lz -yl
Diamo alcuni esempi di spazi normati e seminormati:
Esempio 1.3. 1. X =R", [jz]|, = max |z
i€{1,--,n}
2. Per1<p<oo, )= {:1: eRN | Y lml” < oo} con ||z, = 3,50 |7l
3. loo = {z € KN | sup|z;| < 0o} con |z, = sup |z

4. LP(X,pn) = {f : X — K, misurabile, ||f]|, < oo} con

1
(Jx |f(@)]P du) /P sel <p<oo
1£1l, = .
supess |f(z)] = inf  sup |f(z)] sep=o0
zeX NCX, zex\N
wu(N)=0

€ uno spazio seminormato ma non normato.



5. Spazi di Hilbert.

Definizione 1.4 (Funzioni continue, limitate e lineari).
Siano F, F spazi normati e S un insieme, definiamo i seguenti spazi normati:

#(S,E) ={f: S — E, limitate}, 1 llo,s = sup 1 ()l
PBC(S,E)={f:5 — E, continue e limitate}, 1 flloe.s =sup || f(5)
’ ses
L(E,F)={T : E — F lineare, ||T| < oo}, IT|| = sup ||T(z)|p
x€Bp(0,1)

Definizione 1.5 (Spazio duale).
Sia V uno spazio vettoriale. Denotiamo con V' il duale algebrico, cio¢ I'insieme
delle mappe lineari V' — K.

Definiamo lo spazio duale a V' come V* = L(V,K), cioé come il sottoinsieme di
V' dato dalle mappe continue. La norma su V* ¢ quindi data da

£l = sup |f(@)] "™ sup |f(x)].
[lz||<1

llzll=1

Proposizione 1.6 (Per funzionale limitato equivale continuo).
Per un funzionale lineare in V*, essere limitato é equivalente ad essere continuo.

Dimostrazione.
Se ||fll = M € Ry allora

1 (@) = FW)ll = Ilf (z —y) Hf <||x ||)‘

cioe f & M-lipschitz, e quindi continua.
Sia ora f lineare e continua. Per definizione di continuita in 0 esiste 6 > 0 tale
che || f(2)]| = [[f(z) — f(0)|| <1 per ogni @ € By(0,d). Segue che

e ( [l |>H 5

cioe | f[ly,» < 1/6 e quindi f limitato. O

=yl < £l lz =yl = M [l —yll,

I = |

Osservazione 1.7.
Se (X, |||l) & uno spazio seminormato e N = ker||-|| = {x € X | ||z|| = 0} allora |||
passa al quoziente e lo rende uno spazio normato.

Esempio 1.8.

Considerando lo spazio seminormato (LP (X, ), [|-||,,), la costruzione sopra corrisponde
a definire lo spazio normato (LP(X,u),|-[,), infatti ker|[|-||, sono le funzioni con
supporto in un insieme trascurabile.

Osservazione 1.9.
L(E,F) — #(Bg(0,1), F) mandando T T\ 0 ©01)° Infatti per definizione questa
E\Y,

mappa & isometrical. Questo identifica il primo spazio con un chiuso del secondo.

7N = HT H
Lieal] | (0,1) 00,Bp(0,1)



1.1.1 Teoremini filosofici

Teorema 1.10 (Banach Mazur).
Sia (E,|||) normato, f : E — E isometria®>. Allora f ¢ affine.

Dimostrazione. (ESERCIZIO).
TRACCIA:

e Basta provare che Va,b € E vale

f <a+b> fla) + f(b)

2 2
(conservando questa conserva i razionali 2-adici e quindi per continuitd ogni
combinazione convessa)

e Fissati a,b € E, definiamo la deficienza affine di f (rispetto ad a e b)

= fo(252) - 20

La tesi & def(f) = 0.

e Notiamo che

el (57) |+ [

(e + bl + llall + {61)

1
2

|2

e Consideriamo I’applicazione affine che scambia f(a) e f(b) data da
ply) = f(a) + f(b) —y

Poniamo f = f~Lopo f.

e Mostrare def(f) = 2def(f).

e Sedef(f) # 0, iterando otteniamo che esiste g tale che def(g) ¢ arbitrariamente
grande (raddoppio def(f) tante volte), ma questo ¢ assurdo perché abbiamo il
limite trovato prima che non dipende dalla funzione.

O

Filosoficamente questo vuol dire che la struttura metrica in un qualche
modo determina la struttura vettoriale.

Teorema 1.11 (Inclusione isometrica / Fréchet-Kuratowski).
Sia (M,d) spazio metrico. Allora esso si immerge isometricamente in uno spa-
zio normato®. In particolare si immerge in (BC(M,R),|||.) via ’assegnazione
sequente:

Fissiamo un punto base xo € M.*

M — BC(M,R)
x > d(x)—d(-, o)

2con questo termine intendiamo che la mappa, oltre a rispettare le distanze, & anche bigettiva. Se

non vale bigettivita diremo “inclusione isometrica”

3addirittura di Banach.

4saremmo tentati da x + d(-,z), ma la funzione in arrivo non & limitata e quindi non esiste una
norma ben definita



Dimostrazione.

ESERCIZIO O

Filosoficamente questo vuol dire che studiando mappe tra spazi metrici,
possiamo pensare al codomino come spazi normati.
Se consideriamo 1’immersione di uno spazio metrico in un Banach,
possiamo “incicciottirlo” e trovare uno spazio metrico “vicino” che &
localmente contraibile. Queste idee a volte possono aiutare.

1.2 Completezza

Definizione 1.12 (Successione di Cauchy).
Una successione (z,,) ¢ di Cauchy o fondamentale se Ve > 0 In € N tale che per
ogni p, ¢ > n si ha d(zp,z,) <e.

Fatto 1.13 (Proprieta delle successioni di Cauchy).

1. Ogni successione convergente ¢ di Cauchy.
2. Se (x,) € di Cauchy e T € X & un punto ad essa aderente allora T ¢é il limite.

3. Se (xy,) come sopra ha una sottosuccessione convergente, la successione converge
allo stesso limite.

4. Ogni successione di Cauchy’® (x,) ha una sottosuccessione (z,,) tale che

A(Tnpyy> Tny) < 27k,

Definizione 1.14 (Spazio completo).

Uno spazio metrico (X, d) € completo se ogni successione di Cauchy in X converge.
Se (X, ||-||) spazio normato ¢ completo rispetto alla distanza indotta da ||-|| allora

si dice di Banach.

Osservazione 1.15.
Uno spazio normato (X, ||-||) & di Banach se e solo se ogni serie Y xj definita a partire
da una successione tale che ||z < 27F & convergente.

Equivalentemente X di Banach se ogni serie Yz}, assolutamente convergente® &
convergente.

Dimostrazione.
Ogni successione si pud scrivere come serie, infatti y, = > 1, 2; per &; = y; — yi—1.
Il resto segue pensando sulle definizioni. O

Osservazione 1.16.
Sia Y C X con (X, d) metrico.

e Se X & completo e Y & chiuso allora Y & completo.
e Se Y & completo allora & anche chiuso.

Proposizione 1.17 (Completamento).
Sia (X, d) uno spazio metrico, allora

Squesta proprieta & comoda perché implica d(zn,,, Tn,) < 27F*1 per ogni p > k
6cioe 3 ||z || convergente



Costruzione 1

Costruzione 2
Costruzione 3

1. esiste una inclusione isometrica densa di X in uno spazio metrico completo

ji(X,d) = (X,d)

2. il completamento ¢ universale, cio¢ se j' : (X,d) — ()N(’ d') ¢ un’altra mappa
come sopra allora esiste un’unica isometria ¢ : X — X/ che fa commutare il
diagramma

Dimostrazione.
Consideriamo un paio di costruzioni

Consideriamo
Cx = {f (Tn)neny € XN | € di Cauchy}

con una semidistanza’

d&,m) = Jim. d(&nyMn)-

Questo limite esiste perché la successione di queste distanze ¢ di Cauchy in R, che ¢
completo. Notiamo che

d(&,m) = 0 <= d(&n,mm) = o(1).

Notiamo che X ha una inclusione isometrica in (Cx,d) data associando a z la
successione costante al valore x.

Consideriamo

X=Cx/p oy dEn) =0.

L’inclusione isometrica di prima definisce X < X, ma stavolta X & uno spazio metrico
per costruzione.

ESERCIZIO: VERIFICA PROPRIETA DI NORMA E DENSITA

Definiamo X come la chiusura in (#C(X), l|I-l..) del’immagine di X tramite Iinclu-
sione di Fréchet Kuratowski (1.11).

(Solo per X spazio normato, ma per il teorema di inclusione isometrica (1.11) questo
¢ sufficiente) Vedremo che esiste una inclusione isometrica di X nel suo biduale (x
valy) e che il biduale stesso & completo, quindi un completamento di X & fornito dalla
chiusura di val.(X) C X**

O

Proposizione 1.18 (Estensione per densita di uniformemente continue).

Siano X e Y spazi metrici, Y completo, D C X denso e f: D — Y uniformemente
continua, allora esiste un’unica estensione continua f di f a tutto X, inoltre f & essa
stessa uniformemente continua con lo stesso modulo di continuita.

D1,y

i
-

"VERIFICARE CHE LO E



Definizione 1.19 (Categorie di spazi metrici).
Sia Met la categoria degli spazi metrici con mappe date da applicazioni uniformemente
continue e CMet la sottocategoria piena dove gli oggetti sono spazi metrici completi

Osservazione 1.20.
L’operazione di completamento & un funtore® =~ : Met — CMet. Questo funtore &
aggiunto al funtore dimenticante / di inclusione j : CMet — Met, infatti

- - (1.18)
Homepet(X,Y) =UC(X,Y) = UC(X,j(Y)) = Hompet (X, j(Y)).

Esercizio 1.21.
Verificare I'aggiunzione.

1.3 Prodotto di spazi (semi)normati

Osservazione 1.22.
Se Y C X & un sottospazio vettoriale e (X, ||-||) & normato allora Y & (semi)normato
con la norma indotta. La topologia indotta & quella di sottospazio

Definizione 1.23 (Prodotto di spazi (semi)normati).
Se (X, |l x) e (Y, [|-]ly) sono spazi (semi)normati, la (semi)norma prodotto ¢ data da

1@, )| x ey = max {flzllx s [[ylly } -

Questa rende X X Y uno spazio (semi)normato e
BXXy((O,O), 1) = Bx(o, 1) X By(o, 1),
cioe la topologia indotta e la topologia prodotto.

Definizione 1.24 (Somma diretta topologica).

Due sottospazi di (X, [|||) Y e Z sono in somma diretta algebrica se Tlyoy
Y x Z — X ¢ bigettiva. Se Ty wz ¢ anche un omeomorfismo diciamo che X ¢ la
somma diretta topologica di Y e Z.

Osservazione 1.25.
X ¢ la somma diretta topologica di Y e Z se X e isomorfo come spazio normato a

(Y <X Z,||lyxz)-

Osservazione 1.26.
La mappa Ty 2 & sempre continua, ma in generale non ¢ un omeomorfismo.

Definizione 1.27 (Proiettore).
Un endomorfismo lineare P : X — X si dice proiettore se ¢ idempotente, cioe
P2=P.

Osservazione 1.28.

Un proiettore definisce una decomposizione in somma diretta algebrica X = ker P ®
Imm P. Viceversa, ad ogni decomposizione in somma diretta algebrica possiamo
associare un proiettore

8preserva composizione per 1’unicita della mappa tra estensioni



Osservazione 1.29.
I proiettori Py : X - Y e P; =id— Py : X — Z sono continui se e solo se la somma
& topologica, infatti
-1 _
(Flywzg) =Py x Pz

Definizione 1.30 (Spazio (semi)normato quoziente).
Se (X, ]|-]]) & (semi)normato e Y & un suo sottospazio allora come spazio vettoriale

XY ={z+Y |zeX}.
Su essa definiamo la seguente norma: se £ € X/Y allora’
= inf .
1]l x /v = inf ]

Esercizio 1.31.
[l )y © una seminorma su X/Y" e rende la proiezione 7 : X — X/Y una applicazione
aperta e continua. Piu precisamente

m(Bx(0,1)) = Bx/y(0,1)

Dimostrazione.
Continua perché ||7(z)||y/y < [[z| per definizione di estremo inferiore, quindi 7 ha
norma come operatore < 1, e quindi & continua. O

Osservazione 1.32.
Notiamo che X/Y ha effettivamente la topologia quoziente indotta da =

Esercizio 1.33.
La (semi)norma quoziente € una norma se e solo se Y ¢ chiuso (a prescindere dal fatto
che [|-|| ¢ sia una norma o seminorma).

Osservazione 1.34.
Se Y e Z sono seminormati allora Y 2 Yéz come spazi seminormati.

Osservazione 1.35.
Se Y C X ed esiste! Z tale che X =Y @ Z allora Z = X/Y.

Osservazione 1.36.
In generale X non ¢ isomorfo a ¥ x X/Y.

Osservazione 1.37.
Per quanto riguarda la completezza in queste costruzioni:

e Y sottospazio di X con X di Banach & un Banach se e solo se & chiuso
o (Y X Z,|||ly«) € Banach se e solo se lo sono sia Y che Z

e Se (X, ||"]]) @ normato e Y C X & un sottospazio chiuso allora (X, ||-||) € completo
se e solo se sia Y che X/Y sono completi.

~ YXZ

Notiamo che I'ultima proprieta implica la seconda, infatti Y .

Proposizione 1.38 (Duale del prodotto).
Dati X eY spazi di Banach, il duale di X XY ¢é isometricamente isomorfo a

(X Y™ 1))
dove |[(§&,m)]] = €]l x + Inlly« (che é topologicamente equivalente a ||| .y y«)-

(X XY [Px- (Ol =+ [1Py=(Olly+) = (XX Y)" [l xeyy=)-

9pensando a ¢ come un traslato di Y, la norma che stiamo definendo & la distanza di questo spazio
affine dall’origine.
10¢i sono casi in cui non esite, come ¢y C foo

10



1.4 Elenco di spazi completi

Proposizione 1.39.
Sia S insieme e E Banach, allora lo spazio normato (B(S,E), |||, g) € completo.

Dimostrazione.
[PERSO, RIGUARDA POI]

tale che || f(s)[| = [122x fe($)| < 22x [fx() < M flloe s
quindi [ f{| s J

Uno degli strumenti dell’analista: aggiungere e togliere, cioe
TPOOT OPALPETLS

Lemma 1.40.
Se (fr)ken C B(S,E) con fi continua in sy per ogni k e fr — [ uniformemente
allora anche f é continua in sg.

Dimostrazione.
Consideriamo

1£(s) = Flso)ll <I1f(s) = Fu(s)ll + I (s) = fr(so)ll + [ fe(s0) = f(s0)l| <
<2\f = frlloo,s + 1f5(s) = Fr(s0)ll

Per la convergenza uniforme di fr — f si ha che per ogni € > 0 esiste n € N tale che

1 = falloo,s < /3

Per la continuita in sg di f;, esiste un intorno U di sg rale che ||f(s) — fn(so)|| <
€/3 per ogni s € U. Allora per ogni s € U si ha

1£(s) = f(so)ll < 2e/3+¢/3=e.

Proposizione 1.41.
Sia S spazio topologico, E banach, allora BC(S, E) é completo.

Dimostrazione.

Basta mostrare che #C(S, E) ¢ chiuso in #(S, E). Questo segue dal fatto che la
continuita in un punto sg € S si conserva per convergenza uniforme, che e il lemma
precedente. O

Esempio 1.42.
Sia S = NU {00} la compattificazione di Alexandrov di N ¢ E un banach, allora

¢(E) ={x:N— E, convergente} = ZC(S, E)
Questo mostra che ¢(E) ¢ chiuso (e quindi completo) in ¢o.(E) = B(N, E).
Conseguenze:

Proposizione 1.43.
Lo spazio (L(X,Y),||||) é completo

11



Dimostrazione.
Considerando l'inclusione isometrica

L(X,Y) — 2B(Bx(0,1),Y)

T — T|BX(0,1)

basta vedere che R(L(X,Y")) & chiuso.
Se (Tn)neny C L(X,Y) & tale che R(T},) — f uniformemente in %(Bx(0,1),Y)
allora mostriamo che f & la restrizione a Bx (0, 1) di una qualche lineare T
Mostriamo che le T,, convergono puntualmente per ogni z € X: se z = 0 ok, se

x#0
To(x) = ]| Tu(z/ |2l)) = 2| R(Tu) 2/ z[l) — [l f(2/ ]|=]])

Sia T': X — Y definita da T'(z) = ||z f(z/ ||[)
[MOSTRARE CHE LA CONVERGENZA E UNIFORME, ME LO SONO PER-
SO] O

Corollario 1.44 (Duale di spazio normato & banach).
1l duale di uno spazio normato ¢ sempre banch.

Teorema 1.45 (Integrazione per serie).
Sia (X, 2, 1) & uno spazio di misura e sia (fr)ren € LY(X, 2, ) tali che

D lfelly < oo

keN
Allora ), o fr converge q.o. e in norma 1.

Dimostrazione.
Per ogni n € N sia g, : X — R data da

gnl2) = |ful@)].
k=0

Notiamo che (g,) € una successione di funzioni misurabili non negative crescente.
Inoltre g, — Y ,cn | fx(2)| per definizione di serie.
Per convergenza monotona

Sl = S0 el = infandn = | g
keN k=0

ciot infx gdp = >" k € N||f||, < oo, cioe g € L.
Inoltre s, = Y .j_, fr & una successione dominata da g:

|sn(@)] < Y fil(@)] < g(2)-
k=0

Quindi la serie Y fi(x) & una serie assolutamente convergente per ogni x dove g <
00. Poiché [g < oo le eccezioni sono trascurabili, quindi quasi ovunque Y fi(z) &
assolutamente convergente.

Sia f(xz) = > fr(x) dove la serie converge. Notiamo che

[f@)] <Y 1fu(@)] = g(a),

keN
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quindi ||f||1 < fgdﬂ = ZkeN ka||1
Applicando come prima la stima alle code

oo
If = snlly = Z Jel] < Z||fk||1:0(l)
k=n+1 1 k>n
dove I'ultimo termine va a 0 perché ) || fx||; € convergente. O

Corollario 1.46 (Weil).
Siano f, € LY(X, 2, ) convergentiin ||-||,. Allora esiste nj, successione strettamente
crescente di indici tali che f,, converge quasi ovunque ed ¢ dominata in L.

Dimostrazione.

Sia f il limite in [|-||,. Data questa convergenza consideriamo una sottosuccessione
ni tale che ||f — fn,|l; < 27%. Scrivendo la successione in termini di una somma
telescopica

k
fnk = f’flo +Z(fn] - f'fbj—l)
j=1

si ha per il teorema di integrazione per serie'! (1.45) fn, converge quasi ovunque e in
Le!, inoltre & dominata da

9(@) = | fro @)+ D | fny = Fry 2] = [ (@)]
§=0

con g(x) € L. O

Proposizione 1.47 (L' ¢ completo).
Se (X,2,u) & uno spazio di misura, L'(X, 2, 1) é completo.

Dimostrazione.
Segue immediatamente dal teorema di integrazione per serie (1.45). O

Osservazione 1.48.
La convergenza quasi ovunque di funzioni £!(R, dz) ¢ NON ¢ la convergenza rispetto
a una topologia opportuna su £!(R, dx).

Proposizione 1.49 (Proprieta di Urysohn).

Ogni convergenza topologica in X insieme ha la sequente proprieta di Urysohn:
xn — x rispetto alla topologia se e solo se per ogni sottosuccessione x,, esiste una
sotto-sottosuccessione Tpy, = T

Dimostrazione.

Se x, — x converge ok. Se non converge allora esiste un intorno U di z tale che
x, ¢ U frequentemente, quindi troviamo una sottosuccessione x,, che sta sempre
fuori da U, quindi nessuna sua sotto-sottosuccessione puo convergere a . O]

La convergenza q.o. per successioni in £!(R) non ha la proprieta di Uhrisohn.

Definizione 1.50 (Operatore di composizione).
Se E & uno spazio di funzioni con codominio R e f : R — R, definiamo 'operatore di
composizione per f come E > u+> fou.

11||f"0”1 +Zgo'i1 ”f"j _f"j—1H1 < ||f"o||1 +Z;i1 Hf"j - fH1 +Z;‘i1 Hf”j—l - f||1 <o
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Lemma 1.51.
Sia uy, una successione che converge a w in [|-[|,. A meno di sottosuccessione uy — u
quasi ovunque e dominata in LP.

Dimostrazione.
Teorema di Weil (1.46) in £P. O

Proposizione 1.52.
Lo spazio LP(X, 2, 1) per 0 < p < oo & completo.

Dimostrazione.

LP ed L' NON sono isomorfi come spazi di Banach in generale!?, ma esiste un omeo-
morfismo localmente Lipschitz e questo basta a mostrare la completezza: se u € una
successione di Cauchy in LP, se ® & Lipschitz allora ®(uy) & ancora di Cauchy in L!
e quindi converge, poi torno indietro con ®~!, che mantiene il limite per continuita.

Consideriamo
e — Ll
D p
u  +—  |ul”sgn(u)

Chiaramente & invertibile mandando v € L' in |v|1/ Psenwv. La mappa ® & l'operatore

di composizione con la funzione f(t) = [t|’sgnt. La continuitd degli operatori di
composizione ¢ un fatto generale. Se u; — u converge in [|-||, allora per il lemma
a meno di sottosuccessione converge q.o. e dominata, quindi componendo con f
abbiamo ancora convergenza quasi ovunque per continuitd (f(ux) — f(u) q.0.). Se
|ug| < g in LP allora |uy|” < gP in £!, similmente per ®~!, quindi effettivamente ® &
un omeomorfismo.

Mostriamo ora che ® ¢ localmente lipschitz: siano u,v € £P(X)

1B(u) — B(v)], = /X () — F(u())] dyu(z)

ma se t < s allora |f(t) — f(s)]
p(max{[t], |s|})?, quindi

IN

. p—1
supyce< [f' ()|t = s| e [f(2i)| = plail” <

[®(u) — D(v)]; <p /X max {u(@) [P~ Jo(@)P " } fu(e) - o(@)| dp <

Holder

<0 [ (@™ + @l fute) = ola)ldn” <

= <</X Iu(p”‘I)l/q ([ |u|<p1>q>” ) (/ |u_v|,,)1/p _

p—1=p/q -1 -1
="p(lully™ + olP70) [lu =],

quindi ® & Lipschitz di costante 2pRP~! sulla palla B, (0, R) C L? O

Proposizione 1.53.
Lo spazio L*°(X, 2, u) é completo

Dimostrazione.
[NON HO VISTO, RIGUARDA I PDF] O
[fler = I flloc.o + 201 10ifllo - Questa norma rende continua I'immaersione

C}} — (Cg)n+1 data’ dafH (f761f7"' 7anf)

12

cursiosita non banale da vedere
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Proposizione 1.54.
Sia Q CR™ aperto. Lo spazio

crQ) = {f:Q—R|diclasse C* con derivate limitate su Q fino all’ordine k}

e completo.

Dimostrazione.
Il caso k = 1 & una conseguenza del teorema di limite sotto il segno di derivata, infatti
se fr: Q> R, 0;fx : @ = R & tale che 0;fr — ¢; uniformemente in Q e f, — f
puntualmente in € allora esiste 9; f e vale g;. Se poi f € C1(Q) allora la g; ¢ continua
perché limite uniforme di 0; fi, continue, quindi per il teorema del differenziale totale
la f & anche C'.

Per il teorema di limite sotto il segno di derivata, 'immersione C} — (C)"*! ha

immagine chiusa, infatti una successione (fx,01fk, - ,Onfr) nellimmagine conver-
gente a (f, g1, - ,gn) € proprio una delle ipotesi del teorema di convergenza sotto
segno di derivata, quindi f; — f in C! O
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Capitolo 2

Spazi vettoriali topologici

Definizione 2.1 (Spazio vettoriale topologico).
Uno spazio vettoriale topologico ¢ uno spazio vettoriale X su K € {R, C} munito
di una topologia che rende continue le mappe

+: X xX—=-X e - :KxX-—>X.

Esempio 2.2.
Esempi di SVT sono

e Ogni spazio normato
e C(R,R) con la topologia della convergenza uniforme sui compatti.

e Se X & uno spazio topologico qualunque considero C'(X,R) con topologia di
convergenza uniforme su compatti.

Esercizio 2.3.
La topologia della convergenza uniforme su compatti su C(R,R) non ¢ indotta da una
norma.

Dimostrazione.

TRACCIA

e Su uno spazio normato, se U e V sono intorni di 0 allora esiste A € R tale che
AUDV.

e Mostrare che la topologia della convergenza uniforme su compatti non ha questa
proprieta.

O

Esercizio 2.4.
Ogni SVT che & Ty & anche! Ty €? Ts1

Esercizio 2.5 (Spazi non Ty non sono troppi interessanti). o
Ogni SVT X si decompone in somma diretta topologica X = Y ®{0} con Y qualunque

addendo algebrico di {0}. Segue che ¥ = X/{0}, Y risulta essere Ty e {0} ha la
topologia indiscreta.

n questo corso con T3 intendiamo T3 e Hausdorff
2T3 1 € T3 piu esiste una funzione continua che vale 1 sul punto e 0 sul chiuso che sto separando
2
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2.1 Intorni dell’origine in SVT

Definizione 2.6 (Filtro).
Un filtro F su un insieme X & una famiglia non vuota di sottoinsiemi di X tale che

eperogni FeF, F#0
e Se Fe FeFCFallora F' € F
e Se I F/ € Fallora FNF' € F

Definizione 2.7 (Sottoinsieme bilanciato).
Sia X un K-spazio vettoriale e A C X. A & bilanciato se per ogni A € K tale che
[\ <1sihaa€ A = Aa € A, cioe

Bi(0,1)- A C A.

Osservazione 2.8.
Se V' & bilanciato allora 0 € V perché 0 € Bk(0,1).

Definizione 2.9 (Sottoinsieme assorbente).
Sia X un K-spazio vettoriale e B C X. B & assorbente se per ogni x € X esiste
n, € N tale che per ogni t > n, si ha x € tB.

Osservazione 2.10.
Poiché in uno SVT le traslazioni X — X con z — = + zy sono omeomorfismi, per
descrivere la topologia basta descrivere il filtro degli intorni di 0.

Come notazione sia U = Ux 'insieme degli intorni di 0 € X.

Proposizione 2.11 (Proprieta intorni di 0).
U ha le sequenti proprieta

1. U ¢ un filtro

2. Per ogni U € U esiste V € U tale che V+V CU

3. Per ogni U € U esiste V€U con V C U eV bilanciato
4. Ogni elemento di U é assorbente

Dimostrazione.
Dimostriamo le varie proprieta

1. La proprieta 1. & vera per ogni insieme definito come “gli intorni di =” per x
fissato in spazio topologico X.

2. Segue dalla continuita di 4+ in (0,0) € X x X. Basta definire V in modo tale
che V. xV C+71(U).

3. Segue dalla continuita di - in (0,0). Se U intorno di 0 in X, sianoe >0eV € U
tali che Bk (0,e) x V C -=1(U). Allora Bg(0,¢)-V & bilanciato e contenuto in U
per costruzione. Questo insieme € anche un intorno perché si puo scrivere come

U v

[A|<e

e poiché V & un intorno di 0, ogni AV & un intorno di 0, quindi anche questa
unione.
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4. Segue dalla continuita della mappa Ry — X che per fissato g € X assegna
s +— sxg. Infatti per ogni U € U esiste € > 0 tale che per ogni 0 < s < ¢,
sxg € U e riscrivendo questo in termini di ¢ = 1/s abbiamo z € tU per ogni
t > 1/e. Come n,, basta scegliere Ls_lj.

O

Esercizio 2.12.

Sia X spazio vettoriale su K e ¢/ una famiglia si sottoinsiemi di X tali che valgano le
quattro proprieta della proposizione precedente (2.11). Allora esiste un’unica topo-
logia su X che rende X uno SVT e tale che U ¢ il filtro degli intorni di 0. In questa
topologia U & un sistema fondamentale di intorni per 0.

Dimostrazione.

L’idea & che definiamo A C X aperto se e solo se per ogni a € A, A —a € U (sto
traducendo “aperto <= intorno di ogni suo punto”). Si pud mostrare che questa
scelta definisce una topologia che rende X uno SVT. O

Esercizio 2.13.

Definire analogamente una topologia di SVT su X tramite degli assiomi che si basano
una una base di intorni di 0 (al posto di tutti gli intorni). Per esempio la famiglia
degli intorni bilanciati di 0.

Osservazione 2.14.
Se uno SVT e Ty allora € automaticamente 77 e T, basta sfruttare proprieta di
simmetria.

Osservazione 2.15.
Ogni SVT e uno spazio topologico regolare, cioe ogni punto ha una base di intorni
chiusi. Se X e anche T allora X & T5.

Dimostrazione.

Sia C'un chiusodi X ez € X conz ¢ C. SiaU € Ux tale che z+UNC = (), che esiste
perché C ¢ chiuso. Sia V € Ux tale che V —V C U, allora® (z +V)N(C+V)=10
dove C'4+ V & un intorno di ¢ per ogni ¢ € C per definizione. O

Osservazione 2.16.
Se K & compatto, C chiuso con KNC' = () allora esiste V tale che (K+V)N(C+V) = (.

Dimostrazione.

Per ogni z € K sia V, € Ux tale che z + (V, + V, — V) & disgiunto da C. Abbia-
mo dunque un ricoprimento {x + V,} ., di K, che & compatto, quindi estraggo un
sottoricoprimento finito {x; + V4, } e definisco V' come 'intersezione di questi. Allora

(K+V)Nn(C+V)=10,

infattisex € K+ V alloraz =k+vconk e Kev eV mak e x; +V,, per qualche
i, quindi = x; +v; +v, e avendo supposto che z; + (V,,, + V., — V;,)NC = @ abbiamo
chex=x,+v,+v¢ C+V. O

3Un insieme come C + V & detto intorno uniforme di C

18



2.2 SVT localmente convessi

Definizione 2.17 (SVT localmente convesso).
Uno spazio vettoriale topologico localmente convesso (SVTLC) ¢ uno SVT
tale che 0 ha una base di intorni convessi.

Esempio 2.18.
Diamo alcuni esempi

e Ogni spazio normato

e C(X) con X spazio topologico con la topologia della convergenza uniforme sui
compatti

e C°°(Q) con Q C R™ aperto e topologia della convergenza uniforme sui compatti
di tutte le derivate in ogni ordine

Esercizio 2.19.
Sia A4 = {f:]0,1] — R | misurabili}, allora esiste una metrica su .# che lo rende
uno SVT e tale che f,, — f se e solo se f,, — f in misura, cioé per ogni

¥e> 0. lim [{|fu] >} =0

Mostrare che 1'unico intorno convesso di 0 & . stesso, da cui segue .#* = {0}.

Osservazione 2.20.
Per cio che sappiamo sugli intorni di 0 in uno SVT, se X ¢ SVTLC allora esiste una
base B data dagli intorni di 0 assorbenti, bilanciati e convessi.

Definizione 2.21 (Disco).
Un insieme B ¢ detto disco se ¢ assorbente, bilanciato e convesso.

Proposizione 2.22.
Sia X un R-SV e B una famiglia di sottoinsiems di X tale che

e Per ogni B € B, B ¢ Assorbente, Bilanciato e Convesso
e Per ogni B1,Bs € B si ha BN By € B

allorad ={UC X |Ir>0, IB€ B|rB C U} ¢ un filtro di insiemi che induce una
topologia che rende X uno SVT come da esercizio (2.12). La topologia indotta é
anche localmente convessa.

Dimostrazione.
Mostriamo le quattro proprieta:

e Chiaramente U ¢ un filtro.
e Ogni U € U ¢ assorbente perché lo sono gli elementi di B

e Per ogni U € U esiste V € U tale che V 4+ V C U, basta scegliere V = %B con
B C U convesso in quanto se B ¢ convesso B+ B = 2B

e Ogni U € U contiene un bilanciato perché contiene una versione scalata di un
elemento di B.
O

Osservazione 2.23. B _
Se B & una famiglia di dischi allora definendo B = {B; N By | By, By € B} si ha che B
rispetta gli assiomi della proposizione (2.22) e quindi induce una topologia su X che
lo rende uno SVT. Questa ¢ la meno fine tale che B C Ux. In particolare Ux ha una

base data da {TB | B € E}
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2.2.1 Funzionali di Minkowski

Definizione 2.24 (Funzionale di Minkowski).
Sia X un R-spazio vettoriale, C' C X convesso, 0 € C. Il funzionale di Minkowski
associato a C' & dato da:

[0, +o0]

X —
x +— inf{t>0]|zectC}

pc:
dove inf ) = oo in questo formalismo.

Osservazione 2.25.
Se B(0,1) C C C B(0,1) per X normato allora pc(x) = ||z||.

Proposizione 2.26 (Proprieta funzionali di Minkowski).
Valgono le sequenti proprieta

o C ¢ assorbente se e solo se pc(x) < oo per ogni x € X.
e Siha{pc<1}CCC{pc <1}

Dimostrazione.
Mostriamo le varie proprieta

e Evidente dalla definizione di assorbente.

e Se pc(z) < 1 allora esiste 0 < ¢t < 1 tale che z € tC, cioe x = te. Poiché
(1—-¢)0=0sihaxz=tc+ (1 —1t)0 e per convessita questo ¢ un elemento di C,
cioe x € C.

Sex e Calloral e {t>0]zetC}, quindi pc(x) < 1.

Osservazione 2.27 (Famiglia di seminorme induce SVTLC).
Se P & una famiglia di seminorme su X, possiamo definire

B={By0,r) |[peP, reRy}, By0,r)={ye X |plx—y)<r}

Si puo mostrare che B € un insieme di dischi e quindi induce una struttura di SVTLC
su X.

Osservazione 2.28.
Se P & una famiglia di seminorme su X e definiamo

ﬁ = {max(pla"' 7pn) |pz € P}

allora U = {B,,(O, r)|pé€ P.r> O} ¢ una base di intorni di 0 che induce la topologia
dell’osservazione precedente.

Osservazione 2.29 (Ogni SVTLC ¢ indotto da seminorme).

Poiché se B ¢ assorbente, bilanciato e convesso, esso produce una seminorma pp data
dal funzionale di Minkowski tale che {pp <1} C B C {pp < 1}, ogni topologia di X
come SVTLC si puo ottenere a partire da famiglie di seminorme.

Proposizione 2.30.
La topologia di SVTLC indotta da P insieme di seminorme é Ty se e solo se P ¢
separante, cioé per ogni x € X \ {0} esiste p € P tale che p(x) # 0.
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Dimostrazione. _
Se p(x) = 0 per ogni p € P allora x € B(0,r) per ogni p € P e per ogni r > 0, quindi
x € U per ogni U € Ux, ovvero

T € ﬂ U = {0}.

UeUx

2.3 Continuita di operatori lineari in SVT

Proposizione 2.31 (Continuitd mappe lineari).
Sia T : X =Y lineare tra SVT. Valgono le sequenti affermazioni

1. T é continua se e solo se & continua in 0
2. T ¢ continua se e solo se per ogni U € Uy esiste V € Ux tale che T(V) C U

3. Se X eY sono SVTLC con topologia indotta dalle famiglie di seminorme P e
Q rispettivamente, T & continua se e solo se

Vge Q, dp1, -+ ,ppn € P, AM >0 tali che
Vo € X, q(Tz) < Mmax{pi(z), - ,pu(z)}

4. Se X eY sono SVTLC con topologia indotta dalle famiglie di seminorme P e
Q rispettivamente con P e Q stabili per max allora T é continua se e solo se
Vq € Q esistonop € P e M >0 tali che

q(Tx) < Mp(x)

Dimostrazione.
Dimostriamo le affermazioni
1. Basta traslare dato che traslare ¢ un omeomorfismo.

2. Ovvio.

3. La condizione significa che la palla di centro 0 e raggio 1 rispettivamente alla
seminorma max(py,- -+ ,p,) di X ha immagine tramite 7' contenuta nella palla
di raggio M rispetto a ¢, concludendo per il punto 2. a meno di omotetia.

4. Caso sopra.
O

Proposizione 2.32 (Caratterizzazione funzionali continui).

Sia f € Xy, \ {0} con X un K-spazio vettoriale. Le seguenti affermazioni sono

equivalenti
1. f ¢ continua
2. ker f e chiuso
3. ker f non & denso

4. f mon é surgettiva su un aperto non vuoto
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5. f e limitata su un intorno di 0

Dimostrazione.
Diamo le implicazioni

Ovvio perché {0} ¢ chiuso in K.

Se ker f € denso allora ker f = X e quindi ha codimensione 0, ma ker f ha codimen-

sione 1 in quanto f # 0, quindi ker f # ker f, cioé non e chiuso.

Se ker f non & denso esiste un aperto non vuoto A disgiunto da ker f, cioe 0 ¢ f(A)

e in particolare f non e surgettiva su A.

Se f non ¢ surgettiva su aperto non vuoto allora non lo € su un intorno bilanciato U
di 0 e quindi f(U) ¢ un insieme bilanciato di K diverso da K in quanto f # 0, dunque
f(U) & un disco e in particolare ¢ limitato.

Se |fz| < M per ogni z € U € Ux allora per omogeneita

If(z)] < e Vxe%UeL{X

per un qualsiasi € > 0, quindi f & continua in 0. Questo conclude perché

f(@) = f(xo) + f (2 — o).

2.4 SVT I-numerabili e paranorme

Definizione 2.33 (Paranorma).
Una paranorma sull K-spazio vettoriale X & una funzione ¢ : X — [0, 00) tale che

L gz +y) < q(z) +q(y)
2. q(A\x) < q(z) per ogni z € X e A € K tale che |\ <1
3. Se Ay = 0 in K allora g(Ayz) — 0

Inoltre ¢ ¢ definita se vale
g(z) =0z =0.

Osservazione 2.34.
Dalla proprieta 2. segue che g(Ax) = q(z) se |A| =1 e che g(Az) < g(ux) se [N < |ul.
In particolare ¢(z) = q(—x).

Quindi d(z,y) = g(x — y) & una (semi)distanza su X (distanza se ¢ definita).

Esercizio 2.35.
Dimostrare che (X,d) ¢ uno SVT per d indotta da paranorma q.

Esercizio 2.36.
Sia X un K-SVT I-numerabile. Allora la sua topologia proviene da una paranorma
(la quale & definita sse X & Tp).

Dimostrazione.
TRACCIA
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e Sia {Un}7120 base numerabile di intorni bilanciati di 0 tali che Uy, 414+Up41 C U,.

e Estendiamo la successione per n < 0 ponendo Uy = Ug41+ U1 per ogni k < 0.
Nota che Ug11+Ugq1 C Uy per ogni k € Z e gli {Uy},,c,, sono intorni bilanciati.

e Poniamo

q(z) :inf{z2’” |reN, (ki - ,k.) €Z" t.c. x € Uy, +Uk2+"'+Ukr}
i=1

Mostra che ¢ ¢ una paranorma su X.
e Nota che {q < 2_"_1} CU, C{g<27"} e quindi ¢ induce la topologia di X.

O

2.5 Limitatezza

Definizione 2.37 (Insieme limitato).
Un sottoinsieme S’ di uno SVT X con U intorni di 0 ¢ limitato se e assorbito da ogni
elemento di U, cioe* per ogni U € U esiste n € N tale che nU D S.

Osservazione 2.38.
Valgono le seguenti proprieta

1. Se S ¢ limitato allora anche S lo &, basta considerare intorni chiusi.
2. Se S e S’ sono limitati, SU S’ lo e.

3. Ogni compatto e limitato, basta scegliere un intorno limitato di x per ogni x € K
e poi estrarre un sottoricoprimento finito. Un tale intorno esiste scalando intorni
di 0 bilanciati.

4. Ogni T : X — Y lineare e continua tra SVT & limitata, cio¢ per ogni S C X
limitato, T'(S) € limitato. In generale non vale il viceversa ma vale se X e Y
sono normati.

Proposizione 2.39 (Limitatezza in SVTLC).
Se (X,P) ¢ SVTLC allora S C X ¢ limitato se e solo se per ogni seminorma p € P,
p ¢ limitata su S.

Dimostrazione.
p limitata su S significa che

§C B0, Ry) = "2 B,(0.¢)

e le palle {B,(0,¢)} o sono una prebase di intorni di 0 € X. O

pEP,e>

Corollario 2.40.
Se (X, |I]) & normato allora S ¢ limitato se e solo se IR > 0 tale che S C B(0, R).
4questa condizione & equivalente a chiedere tU D S per ogni ¢ con [t| > n o a chiedere che I’as-

sorbimento valga per elementi di una pre-base di intorni di 0 al posto di tutti gli elementi di

u.
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Esercizio 2.41.
Se X ¢ I-numerabile e T': X — Y lineare tale che per ogni xx — 0 in X esiste xy;
tale che T'(xy,) limitata allora 7" & continua.

Proposizione 2.42 (Caratterizzazione sequenziale della limitatezza).
Se X SVT e S C X, S ¢ limitato se e solo se per ogni (si) successione in S e per
ogni (o) successione in K infinitesima, si ha aps; — 0.

Dimostrazione.
Sia S limitato, (s ) successione in S e (ay,) successione infinitesima in K. Sia U intorno
bilanciato di 0 e sia n tale che S C nU. Notiamo che definitivamente |ag| < %, quindi

k grande
apsg € apS C agnlU -

Supponiamo ora S non limitato, allora esiste U € Ux che non assorbe S, cioé per
ogni n € N esiste s, € S\ nU. Dunque (s,) & una successione in S tale che 1s, ¢ U
per costruzione, dunque %sn non tende a 0 € X nonostante % sia infinitesima. O]

Proposizione 2.43.
Le successioni di Cauchy sono limitate.

Dimostrazione.
Sia (z)) una successione di Cauchy in X, cio¢ per ogni U € Ux esiste n € N tale che
per ogni p,q > n si hax, —z, € U.

Fissiamo U € Ux e sia V bilanciato tale che V + V C U. Per la definizione
di successione di Cauchy esiste no tale che zp — x,, € V per ogni k > ng, cioe
Tk € Ty, + V.

Inoltre, esiste m tale che xp € mV per ogni k < ny dato che un insieme finito e
limitato. Allora per ogni k € N si ha z, € mV + V, infatti se k < ng allora abbiamo
mV, se k > ng allora x,, e mV ez €xpy +V CmV + V.

Poiché V & bilanciato, mV +V CmV +mV =m(V + V) C mU. O

2.6 Teorema di Riesz

Teorema 2.44 (Riesz).
Per X SVT Ty su K sono equivalenti

1. X ha dimensione finita
2. X 2 K" per qualche n € N
3. X é localmente compatto

Dimostrazione.
Diamo le implicazioni

Sia X SVT Tj di dimensione n e sia x1,--- ,x, una sua base di Hamel. Allora

) K" — X o
SD. )\:()\1’...7)\,”) — Z?:] v

e lineare, bigettiva e continua.

Dimostriamo che & aperta: L’insieme 0B(0,1) C K" visto con la norma euclidea
& compatto, quindi ¢(9B(0,1)) & compatto, e quindi chiuso perché X & Hausdorff.
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Per bigettivita 0 ¢ ©(9B(0,1)), quindi esiste un intorno V di 0 in X disgiunto da
©(0B(0,1)). Senza perdita di generalitdh V bilanciato, allora ¢~!(V) & un insieme
bilanciato di K™ disgiunto da dB(0, 1), dunque ¢~ (V) C B(0, 1) (se avesse un punto
di modulo maggiore a 1 allora in quanto bilanciato conterrebbe tutti i punti tra esso
e 0, intersecando il bordo).

Questo mostra che B(0,1) & un intorno di 0 e quindi ¢ & aperta (per traslazione e
omotetia p(B(A,r)) € intorno di ¢(A) per ogni A € K™ e > 0 e concludo notando
che aperti di K" sono dati da unioni di palle).

K™ e localmente compatto perché conosciamo la topologia euclidea, quindi anche X
lo e.

Sia X SVT localmente compatto e Ty. Mostriamo che X ¢ I-numerabile:

Sia V' intorno compatto di 0. Mostriamo che {%V} € una base di intorni di 0. Sia
U un intorno (senza perdita di generalita U bilanciato). Poiché V & compatto e’
V € ,,»; nU = X possiamo estrarre un sottoricoprimento finito

U bilancie
V C U n;U tapciato <max m) U

1<i<k
1<i<k

Lz

infatti
0e X.

Notiamo che V' si puo coprire con un numero finito di traslati di %V in quanto V' C
V + %V e applico compattezza al variare di v + %V per v € V. Sia allora F tale
che V.C U,epv + %V con F' finito e poniamo Y = Spang F'. Notiamo che Y ha
dimensione finita.

U C U. Questo mostra che {%V} ¢ una base numerabile di intorni di

(2

Procedendo per induzione, per ogni n € Nsi ha VC Y 4+ 27"V, ma {27"V} ., ¢
una base di intorni, quindi B

V=(Y+2"V2oV
n>0
e dato che V' & un intorno assorbente, X = Unzo nV CY, cioe Y & denso in X.

Poiché Y ha dimensione finita, per 'implicazione precendente Y = K", in particolare
Y & completo. Se x € X =Y, poiché X e I-numerabile, si ha che esiste y, — x in X
con yi € Y con (yi) di Cauchy in X e quindi anche in Y, che perd & completo, quindi
yr — y per y € Y, ma X e Hausdorff, quindi y = =x.

O

Osservazione 2.45.
Se non avessimo supposto Ty potremmo considerare X/m e troveremmo X = K" @

{0}.

2.7 Successioni generalizzate (nets)

Definizione 2.46 (Net).
Un net su un insieme X & una funzione f : D — X su (D, >) poset diretto®.

5U assorbente
Sdiretto nel senso che per ogni 4,j € D esiste k € D tale che i < k e j < k.
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Esempio 2.47 (Somme di Riemann).
Sia u : [a,b] — X una funzione con X SVT. La somma di Riemann per u relativa
ad una suddivisione P = {a =1ty <t} <--- <t, =b} e una scelta di punti E =
{1, & con & € [, ti] @

S(u; PE) =Y u(&)(t; — ti-1)-

i=1

Possiamo prendere D = {(P,Z)} l'insieme delle possibili partizioni e scelte di punti.
D ¢ un poset: (P,E) > (P',Z')se P2 P'.

In questo contesto 'integrale di Riemann sarebbe il limite rispetto al net D — X
dato da (P, E) — S(u; P, =2).

Esempio 2.48 (Somme infinite).
Data {z;};c; € X con X SVT consideriamo

PrinI) —> X

S I Y iep Ti

Ptin(I) € parzialmente ordinato per inclusione e la somma sarebbe il limite.

Definizione 2.49 (Definitivamente e frequentemente).

Diciamo che se {P.},.p sono proprieta indicizzate su D insieme diretto allora P,
vale definivamente (risp. frequentemente) se esiste @ € D tale che per ogni
B8 > a in D vale Pg (risp. per ogni o € D esiste 8 € D tale che vale Pg).

Osservazione 2.50.
Se D # N allora puo succedere che “frequentemente” = “infinite volte”.

Definizione 2.51 (Convergenza per net).
Se f: D — X & un net su X spazio topologico si ha che f converge a = € X se per
ogni U intorno di « si ha che f(i) € U definitivamente.

Definizione 2.52 (Punti di accumulazione per net).
Se f : D — X & un net su X spazio topologico si ha che x & un punto di
accumulazione di f se per ogni U intorno di z, f(i) € U frequentemente.

Definizione 2.53 (Sottonet).
Una ¢ : D' — D con D, D’ insiemi diretti tale che per ogni i € D esiste ¢/ € D’ tale
che ¢(j) > i per ogni j >4’ ¢ detta cofinale.

Sia f: D — X un net, allora f o : D’ — X per ¢ cofinale & un sottonet di f.

Osservazione 2.54.
Una successione ¢ un net su N, una sottosuccessione ¢ quindi in particolare un sottonet,
ma non tutti i sottonet di una successione sono sottosuccessioni.

Esercizio 2.55.
Se f: D — X spazio topologico e z € X allora x € aderente a f se e solo se x & limite
di qualche sottonet di f.

Osservazione 2.56.
Dato f: D — X net, 'insieme A dei punti aderenti a f &

A= N {FOTi=7}
jeD
infatti x € aderente se e sono se per ogni intorno U e ogni j € D esiste ¢ > j tale che
f(@) € U, cioé per ogni j € D UN{f(i)|i>j} # 0, ovvero per ogni j € D si ha
x e f(i)]i>j.
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Esercizio 2.57.
X spazio topologico € compatto per ricoprimenti se e solo se ogni net in X ha punti
aderenti, cioe se e solo se per ogni net su X esiste un sottonet convergente.

Esercizio 2.58.
Usare ’esercizio sopra per dimostrare Tychonoff.

Dimostrazione.
IDEA:

e Sia f: D — [[,ca Xx un net, vogliamo trovare dei punti aderenti.

e Consideriamo l'insieme

S:{(N,x)|x€ HXA, N C A, z aderente per Pyo f: D — HXA}
AeN AEN

esso € non vuoto perché se N & un singoletto allora Py o f € un net verso
uno spazio compatto, quindi ha un punto aderente. Ordiniamo S ponendo
(N,z) < (N';2') se NC N' e Py(a') = x.

Vale la condizione della catena, infatti se {(N4, o)} € una catena ascendente
in S allora basta considerare N = |JNq e = € [,y X dato da z(\) = z4())
per un qualche « tale che A € N,. Notiamo che x cosi definito ¢ aderente a
Py o f perché gli x,, sono aderenti e questo basta per la definizione di topologia
prodotto.

Dunque per il lemma di Zorn esiste un dominio massimale (N, z)

e Se per assurdo N # A allora esiste A € A\ N, ma allora possiamo estendere
(N,z) a (NU{A},7) per 7 = z fuori A e uguale a un qualche aderente a Pyyyo f
in A. Questo nega la massimalita.

O

Esercizio 2.59. B
Per X spazio topologico e S C X si ha z € S se e solo se esiste f : D — S net
convergente a x.

Definizione 2.60 (Net di Cauchy).
Sia X SVT. Un net f : D — X e di Cauchy se per ogni U € Ux esiste i € D tale
che per ogni p >i e q > i vale f(p) — f(q) € U.

Equivalentemente il net f: D x D — X definito da ]?(i,j) = f(i) — f(4) con
(i,7) > (',j) <= i >i Nj>j converge a 0.

Definizione 2.61 (Completo per nets).
Uno SVT ¢ completo per nets se ogni net di Cauchy converge.

Esercizio 2.62.
Uno SVT I-numerabile € completo per nets se e solo se € completo per successioni.
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Capitolo 3

Teorema di Hahn-Banach

Il teorema di Hanh-Banch ci permettera di costruire funzionali lineari continui.

Funzionali sono i surrogati delle coordinate, che non ci sono in generale,
e anche quando ci sono possono essere piu complicate di quanto non
valga la pena.

3.1 Teorema di Hahn-Banach reale

Definizione 3.1 (Funzione sublineare).
Una funzione p: X - R ¢

e positivamente omogena se per t € R, ¢t > 0 abbiamo p(tu) = tp(u),
e subadditiva se per ogni u,v € X vale p(u +v) < p(u) + p(v),
e sublineare se ¢ subadditiva e positivamente omogenea.

Pillola filosofica: Teorema di esistenza senza buon criterio per scegliere
un candidato spesso chiama I’uso di scelta.

Teorema 3.2 (Hahn-Banach).
Siano X wuno spazio vettoriale reale, M C X sottospazio, p : X — R sublineare,
f: M — R lineare tale che f < p su M.

Allora f si estende a F : X — R lineare tale che F' < p.

Dimostrazione.
Vogliamo applicare il lemma di Zorn. Sia

M={geN|g<p, MCNCX}
Notiamo che .# ¢ ordinato secondo l'inclusione dei sottografici, cioe

domg C domh

Xh<<TgCl'h+
9= 9= {g(x) < h(z) Vzedomg

Condizione delle catene vale:

se {ga}aca catena in .#
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allora |J, I'go € ancora il grafico di una funzione lineare minore di p.

Dunque per il lemma di Zorn esiste un elemento massimale in .#. Per concludere
basta mostrare che un massimale di .# & definito su tutto X, cioé vogliamo mostrare
che se g € .4 ¢ tale che dom g # X allora esiste ¢’ € .# che estende g.

Sia dunque per assurdo x € X \ N dove N = domg. Vogliamo estendere g a
h:N @& (x) = R con h < p. In quanto estensione

h(u + tx) = h(u) + th(z) = g(u) + th(z),

dove u generico elemento di N. Sia o = h(z) e cerchiamo un opportuno « in modo
tale che h < p.
Chiediamo che Yu € N, Vt € R

g(u+tz) < p(u+tz),

o equivalentemente per ogni t > 0 chiediamo

h(u+tx) < p(u + tx)
h(v—tx) < p(v— tx)

equivalentemente
{g(u/t) +a < p(u/t + )
g(v/t) —a < p(v/t —x)

dunque vogliamo

—p(v/t — )+ g(v/t) < o < p(u/t + ) — g(u/t)

cioe
sup —p(v —x) + g(v) = m, <o <m* = inf p(v + x) — g(u),
veN ueEN

dunque un tale a esiste solo se m, < m*. Questo ¢ vero perché
9(u) +9(v) = g(u+v) <p(u+v) =plu+tz+v—=) <plutz)+pl—z).
O

Osservazione 3.3.

Non serve questo teorema per spazi di dimensione finita o spazi di Hilbert, in quanto
in quei casi abbiamo estensioni canoniche (se domf = N, considero la proiezione
orgonale su N e poi applico f).

Corollario 3.4 (Hahn-Banach per spazi normati).
Se (X, ||-]) é spazio normato reale e Y é sottospazio lineare allora ogni funzione
continua su'Y si estende ad una su X con la stessa norma.

Dimostrazione.
Se f € Y*, per la definizione di norma duale si ha
f@) <[flly- [zl = p(z),
quindi f si estende a F' : X — R lineare con F(x) < || f|ly. ||z, cioe [|F||x« < [[f]ly--
Poiché F estende f in realtd abbiamo uguaglianza tra le norme’. O

Lconsideriamo la stessa successione in Y che realizza la definizione di || f||y«
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Osservazione 3.5.
Se X ¢& di Hilbert, una estensione di f € Y ¢ data dal proiettore ortogonale si? Y
P: X —Y. A questo punto definendo F' = f o P.

Corollario 3.6 (ricostruire norma tramite funzionali).
Se (X, ||-]l) € spazio normato reale e Y é sottospazio lineare e x € X, allora la norma
di x si puo ricostruire dalla norma duale di X*, in particolare’

]l = (f,z)

= max
11l x»<1
Dimostrazione.

Se fe X*e|f]l <1 allora

(Frm) < £zl < Nl = ll=ll < max (f,2).

D’altra parte, per il corollario precedente (3.4) nel caso particolare di ¥ = zR, il
funzionale lineare continuo

é: TR — R
A o— Az

si estende a tutto X con la stessa norma. Se x = 0 allora ||¢|| = 0 per linearita,
altrimenti ||¢|| = 1 su 2R. In ogni caso ||¢|| < 1, quindi per ogni « € X esiste f € X*
tale che || f|| < 1e (f,z) = || O

Definizione 3.7 (Operatore aggiunto).
Per T : X — Y lineare continua tra spazi normati, si definisce 'operatore aggiunto
o trasposto di 7' come
T Yy — X*
f +— foT
Proposizione 3.8 (Norma dell’aggiunto).
La norma di T* coincide con la norma di T, in particolare T* ¢é continuo.

Dimostrazione.
Segue dai corollari di Hahn-Banach sopra, infatti
HT*”L(Y*,X*) = sup 17" fllx- = sup sup  (T"f,z) =
rey=|ifil<t Fey = |IflI<iflz<l,zeX
(3.6)
= sup |f,Tx| = sup sup |[{f,Tz)| =
LFII<L, ||zl <1 lzlI<1lflI<1

= sup [Tzl =Tl x,y)-
lz]|<1

3.1.1 Immersione isometrica nel biduale

Proposizione 3.9 (Immersione isometrica nel biduale).
Sia (X, ||-]]) uno spazio normato reale e consideriamo la mappa

X — X

ix
Xy —  wvaly

FEssa & una immersione isometrica.

2stiamo supponendo Y chiuso a meno di passare alla chiusura
3dove (f,x) = f(x) quando f & forma lineare, come in questo caso.
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Dimostrazione.

E immediato vedere che ix ¢ lineare e continua® Perd sappiamo che per ogni z € X
esiste f € X tale che || f|| < 1e||lz|| = (f,z), cioé |Jvaly| = ||z||, ovveroix : X — X**
€ una immersione isometrica. O

Definizione 3.10 (Spazio riflessivo).
Uno spazio normato (X, ||-||) & riflessivo se ix : X — X** & surgettiva, ovvero se ix
¢ una isometria.

Osservazione 3.11.
Esistono spazi di Banach non riflessivi ma isometrici al loro biduale. Nella definizione
chiediamo che la mappa canonica ix sia una isometria.

Lemma 3.12 (Duale ¢ addendo diretto nel triduale).
X* e sempre un addendo diretto se visto come sottospazio di X ***.

Dimostrazione.
Poiché ogni Banach ammette un’immersione isometrica X — X**| esiste una immer-
sione isometrica X* — X***. Consideriamo allora la composizione

X* lxx X (tx)" X*

e mostriamo che ¢ I'identita: per ogni f € X* e per ogni z € X

(fix) = (ex(@), ) = (ex-(f), ex (@) = ((ex)"(ex- (f)), @) -
Dunque tx~ e (tx)* sono una coppia inversa destra e inversa sinistra, quindi

X = e (X7) @ er((ex)*).

Esempio 3.13.
Sia co = {z € R | 2(n) = 0,(1)}. Questo & un sottospazio chiuso di

loo = {z € RV | ||z[|, < o0}

SeNela compattificazione di N ad un punto (I§I = NU{o0}) allora ¢ sono le funzioni
N — R continue che valgono 0 in oo ristrette a N.
Risulta che linclusione ¢y — ¢ € linclusione nel biduale, infatti cfj si puo

identificare con
o ={r R [Ifl, = Y 1ful < o0}

identificando f € ¢1 con f(z) = fuxn (che converge perché assolutamente conver-
gente). Risulta che questa identificazione & una isometria.
Con un processo analogo identifichiamo ¢ con {n.

c*

Hovale, f+Ag) = f(z) + ag(z) = (vals, f) + X (valz,g) e |vale|| < ||z]| in quanto [(vals, f)| =
2 < (FI -
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Osservazione 3.14.
Se X e Hilbert allora X < X** & surgettiva tramite I'isomorfismo di Riesz

x> (a)y = () = val,

Osservazione 3.15.
Se X normato, ix : X — X™** ci permette di costruire un completamento considerando
ix(X) in X** in quanto il biduale & completo.

3.1.2 Sulle ipotesi del teorema di Hahn-Banach
I1 funzionale p nelle ipotesi & positivamente omogeneo e subadditivo (cioé sublineare).

Osservazione 3.16.
Una funzione f & subadditiva se, detto I il grafico di f, I'+ (x, f(x)) sta sempre sopra
T.

Esercizio 3.17.
Mostra le seguenti implicazioni

e Positivamente omogeneo e subadditivo implica convesso
e Positivamente omogeneo e convesso implica subadditivo (e quindi sublineare)
e Subadditivo, convesso e p(0) < 0 implica positivamente omogeneo

Esercizio 3.18.
Trovare f : R — R che sia subadditiva, convessa ma non positivamente omogenea.

Esercizio 3.19.
Nel teorema di Hahn-Banach si puo prendere piu in generale p convesso?

Si, ma si riconduce al caso standard trovando un nuovo funzionale py che sia
sublineare e tale che f < pg < p.

3.2 Estensioni e altre versioni di Hahn-Banach

3.2.1 Teorema di Hahn-Banch complesso

Teorema 3.20 (Hahn-Banach complesso).
Sia X un C-spazio vettoriale normato, Y C X un suo sottospazio vettoriale e f € Y™,
allora f si estende ad un funzionale lineare su X con uguale norma.

Dimostrazione.

Sia (Xo, |||]) lo spazio normato reale ottenuto da X per restrizione degli scalari e sia
fo = Ref. Notiamo che fy ¢ un funzionale lineare continuo reale su Y, che quindi
possiamo estendere a fy € X* mantenendo la norma. Definiamo

(@) = fo(w) = ifolix).
Notiamo che ]?|Y = f, infatti
f(y) = Re(f(y)) +iSm(f(y)) = Re(f(y)) —iSm(if (1)) = Re(f(y)) — i Re(f (iy))-

Si ha anche che f & C-lineare e che Hﬂ‘x = || flly~
(COMPLETA PER ESERCIZIO) O
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pos.omo.

3.2.2 Teoremi di separazione dei convessi

Proposizione 3.21 (Funzionali di Minkowski sono sublineari).
Se C' & convesso e 0 € C' allora po € sublineare.

Dimostrazione.
Dimostriamo le due proprieta:

Per ogni A > 0, z € X si ha che

pec(Az) =inf {t > 0| Az € tC} = inf {Xs > 0| Az € AsC} = Apc(x)

Per ogni z,y € X siano a e b tali che

a>pc(x), b>po(y).

Se uno tra pc(x) e pe(y) & infinito allora la tesi vale trivialmente. Supponiamo dunque
che questo non sia il caso. Allora z € aC e y € bC, cioe x/a,y/b € C. Notiamo che

t+y a = b Yy
a+b a+ba a+bb

dunque i—fg € C per convessita, cioe x +y € (a + b)C e quindi pc(z +y) < a+b.

Passando all’estremo inferiore per a > pco(z) e b > pe(y) troviamo
pc(z +y) < polz) +pe(y)

O

Osservazione 3.22.
Se C' & un disco, cioe € assorbente, bilanciato e convesso allora pc € una seminorma.

Esercizio 3.23.

Se X SVT, F': X — K lineare non continua allora per ogni aperto A non vuoti si
deve avere F'(4) = K.

Lemma 3.24.
Ogni funzionale lineare non nullo su uno SVT é una mappa aperta

Dimostrazione.

Sia F' # 0 lineare con F': X — K. Vogliamo mostrare che F' manda intorni di x € X
in intorni di F(z) € K. Poiché X & SVT, basta mostrare che F(U) ¢ intorno di
0 € K per ogni U intorno di 0 € K. In realta basta prendere una base di intorni di 0,
quindi consideriamo gli U bilanciati. Notiamo che F/(U) ¢ un insieme bilanciato di K,
infatti se A € K e |A| <1 allora AF(U) = F(AU) C F(U), quindi abbiamo le seguenti
possibilita:

o F(U) = {0}, ma allora F' = 0 assurdo
e F(U) & un disco, dunque & intorno di 0 ok.
o F(U)=K ok.
O

Corollario 3.25 (Discontinuita per funzionali lineari).
F : X — K lineare & discontinua se e solo se e surgettiva su ogni aperto non vuoto.
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Dimostrazione.

Se F'non ¢ surgettiva su un aperto non vuoto, a meno di traslazione F' non ¢ surgettiva
su un intorno di 0, quindi non & surgettiva su un qualche aperto bilanciato. Quindi
esiste un elemento che non & nella immagine, ma allora F’ non assume valori di modulo
superiore a questo valore non raggiunto. O

Teorema 3.26 (Separazione di convessi).
Valgono i sequenti teoremi:

Siano X un R-SVT, A un suo aperto convesso non vuoto e B un convesso non vuoto
disgiunto da A. Allora esistono F' € X* e v € R tali che per ogni a € A, b € B si ha

(F,ay <~y < (F,b),
cioe AC{F <~} e BC{F >~}.

Sia X un R-SVTLC®, K convesso compatto e C' convesso chiuso disgiunti. Allora
esistono F' € X*, v1,72 € R, 71 < 2 tali che per ogni x € K e per ogni y € C vale

(Fyx) <m <y < (Fy)
ovwero K C{F <y} e C C{F > y}.

Dimostrazione.
Diamo le due dimostrazioni

Siazge B—A={b—a|a€ A, be B}. Poiché ANB =0, zo # 0. Sia

C=A-B+axzy=|J(A-b+).
beB

Dalla definizione ¢ evidente che C' & un aperto (unione di traslati di A che & aperto)
e contiene 0. C' e convesso perché la somma algebrica di due convessi & un convesso
(quindi A — B convesso e traslare un convesso lo lascia convesso). Essendo aperto in
particolare & assorbente per (2.11).

Quindi il funzionale di Minkowski associato pc € un funzionale sublineare X — R (non
raggiunge +oo perché assorbente). Sia fy : Rzg — R il funzionale lineare definito da
(fo,70) = 1. Poiché 0 ¢ A — B, x¢ ¢ C e quindi® pc(zg) > 1. Applicando il teorema
di Hahn-Banach (3.2) fo si estende a F' : X — R con F < p¢ in X. Per ogni
a€ A, be B, poiché a— b+ xzg € C, si ha

Fla) - F(b)+1=F(a—b+z9) <pcla—b+z) <1

cioé F(a) < F(b). Ponendo v = sup 4 F abbiamo le disuguaglianze volute se mostria-
mo che F(a) < 7 per ogni a € A. Per il lemma (3.24) si ha che F' ¢ una mappa
aperta, quindi F(A) ¢ un aperto di R tale che sup F/(4) < v, ma allora il valore ~
non e raggiunto.

Concludiamo notando che F & continuo’ perché & limitato superiormente sull’aperto

A.

5La locale convessita serve, infatti esistono SVT metrizzabili che non hanno funzionali lineari continui
e in tal caso la tesi non vale neanche per K = {z} e C' = {y}.

6ricorda che {pc < 1} C C

7volendo anche perché limitato su intorno di 0 o anche perché non & surgettiva sull’aperto A. Vedi
esercizio sopra per I'ultima.
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e Sia V intorno convesso di 0 tale che (K + V)N C = (, basta usare (2.16) e poi notare
che in questo caso abbiamo una base di intorni convessi. Evidentemente K + V ¢
aperto e convesso®. Per il primo punto esiste ' € X* e v € R tale che per ogni
reK+Veyel

(Fa) <7 < (Fy).

Sia y1 = max,ck (F,x), allora v; <y e quindi se z € K
(Fix) <m <y < (Fy)

che & la tesi a meno di definire v = 7.

3.3 Parentesi esercizi

Definizione 3.27 (Misura non atomica).
Uno spazio di misura (X, 2, 1) ¢ non-atomico se per ogni A € 2 di misura positiva
contiene B € 2 di misura positiva strettamente minore.

Esercizio 3.28 (Sierpinski).
Se (X, 2, u) ¢ non-atomico allora ¢ divisibile, ciod per ogni A € 2 e per ogni A €
[0, u(A)] esiste B C A, B € 2, tale che u(B) = A.

Inoltre, vedendo la misura come funzione p : 2 — [0, u(X)], esiste una inversa
destra monotona crescente per inclusione E : [0, u(X)] — 2, cio¢ si ha po E =id e
per ogni t € [0, u(X)] abbiamo u(E;) =t e E; C Ey per ogni ¢t < t'.

Dimostrazione.
Vogliamo applicare Zorn all’insieme delle inverse destre monotone parziali, cioe

r={E:S— 2|5C|[0,u(X)], E monot. cresc. per C, u(E(t) =t Vvt € S)}

Chiaramente la condizione sulle catene funziona quindi I" ha un elemento massimale.
Mostriamo poi che il dominio del massimale ¢ chiuso e che ¢ denso, e quindi deve
essere tutto. (CONCLUDERE PER ESERCIZIO) O

Esercizio 3.29.
Sia (X, 2, i) uno spazio di misura e sia 0 < p < 1. Definiamo

ﬁp(X):{f:X—>R|fmisurabile,/X|f|pdu<oo}

esia q: LP — [0,00) con q(f) = [y [f[" du = || f[l,-

Notiamo che q(f + g) < q(f) + q(g), che g(Af) = [A|q(f) e che q(f) = 0 se e solo
se f = 0 g.o.. Dunque ¢ definisce una semidistanza d,(f,g) = ¢(f — g), che induce
una distanza sul quoziente

LP(X) = LP(X)

gu
Questa distanza rende LP(X) uno SVT metrico completo omeomorfo a L' (X).

Mostrare che se (X, 2, u) ¢ non-atomico e p < 1 allora LP(X) non ha funzionali
lineari continui diversi da 0 e non ha aperti convessi diversi da LP(X).

8somma di convessi & convessa
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Esercizio 3.30.

Sia X = N con la misura di cardinalita. In questo caso LP(N) = £, con la definizione
di prima. Questo & uno SVT metrico completo ma la misura ¢ puramente atomica
(misura ricostruibile dai singoletti). Mostra che (€,)* = (¢1)*.

Dimostrazione.

Nota che se 0 < p < g < oo allora ¢, C ¢, e I'inclusione € una mappa continua, quindi
una mappa lineare su ¢, restituisce una mappa lineare su ¢, quindi abbiamo (£,)* 2
(€1)*, va mostrato che non ce ne sono altri.(CONCLUDERE PER ESERCIZIO) O
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Capitolo 4

Topologie deboli, Limitatezza
e Banach-Steinhaus

4.1 Topologie deboli

Proposizione 4.1 (Topologia iniziale nel caso SVT).
Sia X uno spazio vettoriale su K e sia F : {T;: X = Y;} dove ogni Y; é SVT e T; ¢
lineare, allora la topologia iniziale su X indotta' da F rende X uno SVT.

Dimostrazione.
Voglio verificare che + e - sono mappe continue per la topologia iniziale.

XxX t.x

Yix Y —— Vi

KxX — X

idK X TL'J/ J/Tz

KinﬁYi

Per la proprieta universale della topologia iniziale (A.2), vogliamo verificare che T; o
+ =+, 0 (T; x T;) & continua per ogni i e similmente per T; o -. Questo & vero perché
la topologia iniziale ¢ rende T; continua per ogni 1. O

Osservazione 4.2.
Se ogni Y; inoltre € SVTLC allora anche X lo é.

Definizione 4.3 (Topologie deboli).
Sia X un K-spazio vettoriale e F C X’ (duale algebrico). La topologia iniziale indotta
da F viene detta la topologia debole di F e si indica o(X, F).

Osservazione 4.4.
o(X,F) = o(X,Spang (F)) quindi senza perdita di generalitd possiamo sempre sup-
porre F sottospazio vettoriale di X’.

Lvedi (A.1)
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Osservazione 4.5.
La famiglia di seminorme associata a F (quella che induce la stessa topologia di
SVTLC) ¢ data da

P=A{lfIlfer}

Osservazione 4.6.
La topologia debole o(X,F) ¢ Ty (e quindi Hausdorff perché SVT) se e solo se la
famiglia F ¢ separante (Vx € X \ {0}, 3f € F tale che f(z) # 0).

Lemma 4.7.

Siano fo, -+, fn € XL’LZQ per X un K-spazio vettoriale, allora sono equivalenti

1. fO = Z?:l )\ifi
2. fol £ Mmax;eqy,... ny|fi| per qualche M >0
3. ker fo 2 (i, ker f;

Dimostrazione.
Diamo le tre implicazioni

1. = 2.| Da 1. segue |fo| < >0, |N||fil < M max|f;| per M =3 |\l

Se x € Nker f;, cioe (f;,z) = 0 per ogni i, allora (fy,z) < M0 =0, cioe fo(x) =0e

abbiamo I’inclusione voluta.
Sia F': X — K™ data da F' = (f1,---, fn), allora
ker F' = nker fi Cker fy

quindi abbiamo una fattorizzazione

Kn

dove L(xy, -+ ,x,) = > Nix; per dei A; (in quanto & una forma lineare). Ma allora
fo=LoF =3\ f; come voluto.

O

Proposizione 4.8 (Duale per topologia debole).
Dato X K-spazio vettoriale e F sottospazio di Xélg allora

(X,0(X,F))" =F

Dimostrazione.
Sia fo € (X,0(X,F))*, allora per la proposizione (2.31) esistono fi1,---,f, € F e
M > 0 tali che per ogni x € X

[fo()] < Mmax|f;(z)].
Dunque per il lemma (4.7) fo si scrive come combinazione lineare delle f; e quindi in

particolare fy € F.
L’altra inclusione & ovvia per definizione di topologia debole. O
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Osservazione 4.9.
Se X ha dimensione infinita, o(X,F) non ¢ mai localmente limitata. In particolare
ogni intorno di 0 contiene uno spazio vettoriale di codimensione finita.

Dimostrazione.
Se U intorno di 0 per o(X, F) allora esistono fi,--- , f, € F tali che?

U2 (O {Ifil <1} 2 (ke f;
=1

i=1
e l'intersezione di questi nuclei ha codimensione al massimo n. O

Proposizione 4.10 (Duale di lineare continua ¢ debole*-continua).
SeT : E — F e un operatore lineare e continuo allora T* : F* — E* ¢ debole*-
continua.

Dimostrazione.
Considera le opportune composizione e la definizione di topologia debole. O

4.1.1 Caso degli spazi normati

Definizione 4.11 (Topologia debole).
Se X e normato, la topologia debole su X e la topologia debole associata a X*,
cioe o (X, X*).

Proposizione 4.12.
La topologia debole ¢é localmente convessa e Hausdorff.

Dimostrazione.
Per Hahn-Banach (3.2), il duale X* separa i punti O

Definizione 4.13 (Topologia debole*).
Su X* possiamo considerare la topologia debole associata alle valutazioni X C X**,
cioe scegliendo

F ={val, € (X*) |z € X}.

Questa ¢ la topologia debole* su X* e la indichiamo o(X*, X).

Osservazione 4.14.
La topologia debole* rende X* uno SVTLC Ty (e quindi Hausdorff), infatti se f €
X*\ {0} allora esiste = € X tale che f(z) # 0.

Osservazione 4.15.
In generale o(X*, X) & meno fine di o(X*, X**). Abbiamo uguaglianza solo quando
X = X™** in quanto se X # X** allora dalla proposizione (4.8) ricaviamo

(X", (X", X)) = X £ X = (X*,0(X", X™))"
e quindi in partenza o(X*, X**) # o(X*, X)

Osservazione 4.16.

Poiché (X, [|-]]) < (X**,|||l) isometricamente allora (X,c(X,X™*)) ha la topologia
indotta come sottospazio da® (X** o(X**, X*)).

2vedi lemma (4.7)

3nota che X* lo si puod pensare come immerso in X*** = (X**)* quindi stiamo considerando la
topologia debole* su (X*)*
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Dimostrazione.

Questo deriva dalla transitivita della topologia iniziale (A.3) dove la prima famiglia &
la mappa X — X** e I'unica altra famiglia sono gli elementi di X™* che vanno verso
K. O

4.2 Spazi di Baire e II-categoria

Teorema 4.17 (Baire).
Se {Ar}en € una famiglia numerabile di aperti densi di uno spazio metrico completo
allora (| Ay € denso.

Dimostrazione.
Per induzione si definisce una successione di palle chiuse di X dove By ¢ arbitraria e

By, = B(wg, ) tali che Byy1 € BN Ay e r, = o(1)

che possiamo fare perché Aj € un aperto denso.

Allora la successione dei centri & una successione di Cauchy, infatti se p,q > n si
ha z,,z, € By, e quindi d(zp,z,) < 2r,. Dunque z, — z* in X per completezza.
Inoltre, poiché zy € B, definitivamente, x* = limxy € B, per ogni n (dato che
B,, ¢ chiuso). In particolare z* € B, 1 C A, per ogni n e quindi z* € (| A4,,. Per
costruzione x* € By, quindi per ogni palla By abbiamo mostrato che By N[ A4, # 0,
cioé (A, & denso. O

Esercizio 4.18.
La stessa conclusione vale se X ¢ localmente compatto al posto di metrico completo.

Definizione 4.19 (Spazio di Baire).
Uno spazio topologico € di Baire se ogni intersezione numerabile di aperti densi e
densa.

Osservazione 4.20.
Ogni aperto non vuoto di X di Baire ¢ ancora di Baire. Basta verificare che ogni
aperto denso di A & della forma AN U con U aperto denso di X.

Definizione 4.21 (Sottoinsieme di I- e II-categoria).
Un sottoinsieme S di X ¢ di I-categoria (di Baire) in X se & unione numerabile

di insiemi (E;);en con int(FE;) = 0.
Inoltre S & di IT-categoria (di Baire) in X se non e di I-categoria.

Osservazione 4.22.

Se X ¢ di Baire e S C X ¢ di I-categoria allora X \ S & di II-categoria in quanto
X stesso ¢ di II-categoria (se X = |J E; con E; chiusi a parte interna vuota allora
0 = Ef con Ef aperti densi, ma questo & assurdo perché X di Baire).

4.3 Teorema di Banach-Steinhaus
Definizione 4.23 (Famiglia equicontinua).

Una famiglia I' di operatori lineari continui fra SVT X e Y ¢ equicontinua se per
ogni U € Uy esiste V' € Ux tale che per ogni T € T, T(V) C U.
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Osservazione 4.24.
Possiamo riformulare la condizione nei seguenti modi: per ogni U € Uy esiste V € Ux
tale che
VI eT, VCT'(U)«=VC (T '(U)=T""0).
Ter

Equivalentemente la condizione predica che per ogni V' € Uy si abbia I'=1(V) € Ux.

Osservazione 4.25.
Se T': X — Y fra spazi normati, la norma degli operatori

T = HT||OO’B(O$1) = migliore costante di Lipschitz per T.

Esempio 4.26.
Se X e Y sono normati, I' & equicontinua se e solo se I' & limitato in L(X,Y") rispetto
alla norma degli operatori.

Teorema 4.27 (Banach-Steinhaus / Uniforme limitatezza).
Siano X, Y SVT, S C X di seconda categoria e T' C L(X,Y) con T' puntualmente
limitata su S C X, cioe per ogni s € S, I'(s) = Upep T'(s) & limitato in Y.

Allora T' é equicontinua.

Dimostrazione.

Sia U € Uy e consideriamo V' € Uy chiuso tale che V' —V C U. Per ipotesi, per ogni
x € S si ha che T'(z) & limitato in Y, quindi viene assorbito da V', cioe esiste n, € N
tale che per ogni T' € T" si ha T'(x) € n,V, cioé tale che

ze (T ' (V)=mns [\ TH(V)=nT"}(V).

Tel Tel

Dunque S € |, ey nI'~1(V). Notiamo che poiché V' & chiuso, T~1(V) & chiuso e quindi
anche I'=1(V) lo & perché intersezione di chiusi. Poiché S ¢ di seconda categoria anche
I'unione delle versioni riscalate di T=1(V) lo &, dunque questo insieme non & unione
numerabile di chiusi con parte interna vuota, quindi almeno uno tra gli nT'"1(V') ha
parte interna non vuota, quindi anche I'"!(V) ha parte interna non vuota scalando
1

per el

Quindi I'~1(V) & intorno di qualche suo punto, dunque* I'"1(V) —T'~1(V) & un
intorno di 0.

Ricordando che V — V C U si ha

T TNV -V)=T'(V) =T (V) 2T 1 (V) -T"}(V)

quindi passando all’intersezione su T' € T si ha
') o (V)-T(V) € Ux,

cio¢ abbiamo mostrato che per ogni U € Uy si ha I~Y(U) € Ux, che & equivalente
all’equicontinuita di T'. O

Corollario 4.28 (Sottoinsiemi limitati di operatori).
Se X eY sono Banach eT' C L(X,Y) é puntualmente limitata in X (o volendo anche
un sottoinseme di X di II-categoria) allora ' é un insieme limitato in L(X,Y).

4se ag € int(A) allora A —ag C A — A & un intorno di 0.

41



Dimostrazione.
Diretta applicazione di Banach-Stenhaus (4.27) notando che spazi di Banach sono in

particolare SVT e che equicontinuita per la norma su L(X,Y") significa limitatezza.
kR Rk R O

Esercizio 4.29.
Siano X,Y SVT. Trovare la topologia meno fine 7 di SVT su L(X,Y) per la quale

I' puntualmente limitato in L(X,Y) <= T limitato nella topologia .

Corollario 4.30.
Siano X eY Banach e sia (T,,) C L(X,Y) puntualmente convergente. Allora il limite
T ¢ ancora lineare, continuo e con norma

|7 < timinf |7, .
n—oo

Dimostrazione.
Per il corollario precedente (4.28) si ha che (73,) sono limitati in ||-| e il limite puntuale
e lineare in quanto

Tn(ax + By) = oTy(z) + BT, (y) — oT' () + BT (y).

Questo mostra che T & limitato e lineare, quindi T' € L(X,Y).
Inoltre per ogni x € X si ha

7@l = tim 7, )] < (sup 73] ) ]

quindi ||T'|| < sup,, ||T||. Ragionando analogamente per una sottosuccessione di (T7,)
che in norma converge a lim inf,, || 7, || ricaviamo

17| < liminf [, .
n

Osservazione 4.31.
In generale NON vale T,, — T in ||-||.

Proposizione 4.32 (Bilineare separatamente continua & continua).
Sia b: X XY — Z bilineare e separatamente continua, cioé per ognixz € X,y €Y si
ha che b(x,-): Y — Z e b(-,y) : X = Z sono lineari e continue. Allora b é continua,
cioé
sup [b(z, y)|| < oo
llzlI<Lllyl<1

Dimostrazione.
Consideriamo la famiglia

I={z,-):Y— Z}wEX, lz)<1 S LY, Z).
Per ipotesi I' & puntualmente limitata in Y, infatti per ogni y € Y

sup [|b(z, )l v, 2y = sup 6@, 9)llz = 160, 9l x,2) 1yl < o0
b(z,)er lz)|<1

Allora I & limitata in ||-[|,y. ), cioe per ogni « € X tale che [[z| <1 si ha

16Cz, y)ll 7 < M |yl

e quindi al variare di y con ||y|| <1 troviamo [l x vy, 7) < M. O
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Esercizio 4.33.
Esiste una isometria lineare

L(X,L(Y,Z)) —
T — (z,y) = T(2)(y)

dove L?(X x Y, Z) sono le bilineari.

Proposizione 4.34 (w*-limitato vs limitato in [|-|| . ).
Sia Y =K e X Banach. SiaT' C X*, allora T é w*-limitato se e solo se é limitato

in |- x--

Dimostrazione.
Essere limitato nella topologia debole* significa “essere assorbito da ogni intorno w*
di X*” cioe, usando intorni di prebase, essere assorbiti da insiemi della forma

{fe X" |f(=) <1}

per © € X. Notiamo che T" viene assorbito da {f € X* | |f(z)| < 1} significa T'(z)
limitato in K. Per il corollario (4.28) si ha che T & limitato in L(X,K) = X*.
L’altra implicazione & ovvia perché la norma operatore gia rende continui gli ope-
ratori e indebolire la topologia non puo trasformare un insieme limitato in uno non
limitato. O

Osservazione 4.35.
Se E C F & un sottospazio allora I' C E & limitato in F' se e solo se & limitato in E
per la topologia indotta.

Proposizione 4.36.
Sia T' C X, allora T' & w-limitato se e solo se é ||-||-limitato.

Dimostrazione.

Se I' & o(X, X*)-limitato allora tramite 'immersione isometrica X — X** trovia-
mo un insieme o(X**, X*)-limitato. A questo punto basta applicare la proposizione
precedente (4.34). O
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Capitolo 5

Lemma di iterazione e
Iniettivita / Surgettivita di
mappe lineari

5.1 Lemma di iterazione

Lemma 5.1 (di iterazione).
Siano X eY spazi di Banach, B palla unitaria chiusa di X, T € L(X,Y), U limitato,
UCY tali che se 0 <t <1 allora

UCTB+tU.
Allora si ha (1 —t)U C TB.

Dimostrazione.
Sia ug € U, allora esistono zg € B e u; € U tali che

ug = T(x0) + tug

Iterando troviamo us € U e x1 € B tali che uy = T(x1) + tus e cosl via. Questo
definisce quindi due successioni (u,) C U e (z,,) € B. Notiamo che per ogni n € N

n n
ug = tn+1yn+1 + ZtYT(.'L‘l) =T (Z tL$Z> + tn+1yn+1.
i=0 i=0
Poiché X & completo, la serie Y ;7 t'z; converge ad un punto z* € 1 B in quanto

j 1
Z?io = 1—t*
Poiché U ¢ limitato esiste M > 0 tale che U C B(0, M), quindi ’|t“’+1yn+1H <
t"T1 M e questa successione converge a 0 quindi t"1y, . converge a 0. Segue che

n n
yo = lim T (Z t’@) 4ty ORI (nlig& Zm) = T(z%)
i=0

i=0 —ot)

quindi yo € 5 TB, ciod

1
UgﬁTB@(l—t)UgTB.
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Osservazione 5.2.
Se U & un intorno di 0 limitato in Y, o anche U assorbente, allora T' & surgettivo.

Teorema 5.3 (Lemma di Urysohn).
Se X ¢ normale e Fy,F| sono chiusi disgiunti di X allora esiste [ tale che Fy =

[f=0} ey ={f=1}.
Teorema 5.4 (Teorema di estensione di Tietze).

Se X ¢ T4, Y C X chiuso, f € C°(Y,R), allora f si estende ad una continua su X .

Dimostrazione.
Basta il caso di f limitata tanto la continuita € una condizione che & invariante
componendo per un omeomorfismo e R 2 (0, 1).

La tesi e che operatore di restrizione (il quale ¢ lineare e continuo)

R:CY(X) — CP(Y)
¢ surgettivo. Basta applicare il lemma (5.1) come segue:
3Bay(v) © R (Bey(x)) +2Beyv)

e chiamiamo U = 3B¢, (v, T = (2/3)-. Sia f € 3B¢,(y). Per il lemma di Urysohn
esiste g : X — [—1, 1] continua tale che g = —1su{z €Y | -3< f<—-1l}eg=1su
{r €Y |3> f>1} (i due insiemi sono chiusi perché Y & chiuso e f & continua).

f=g),+{—9)

ma notiamo allora che g € Bg,(x) e quindi 9ly € R(Bg¢,(x)), mentre f — 9ly €
2B, (v), infattisu {z € Y | =3 < f < —1} abbiamo g = —1 e quindi [|f — gy < 2,
su{zreY |3>f>1} abbiamo g = 1 e quindi di nuovo ||f —g| . y < 2, e infine
sui punti rimanenti, siccome f € 3B¢,(yy, si ha [[f|| < 1 e stesso per g, quindi

=9,
Questo verifica le ipotesi del lemma di iterazione (5.1), quindi

< 2 di nuovo.

(1=2/3)Be,v) € R(Bcy(x))-
O

Teorema 5.5 (Dugundji).
Sia (M,d) spazio metrico, A C M chiuso, E banach e f : A — E continua (basta
limitata) allora esiste una estensione di f continua a tutto M con la stessa norma.

Osservazione 5.6.
In realta l'estensione di f a M si puo dare come un operatore di estensione

E: Cb(A, E) — Cb(M, E)

Questo operatore ¢ inverso destro dell’operatore di restrizione R : Cp(M,E) —
Cy(A, E) che abbiamo usato nel teorema di Tietze (5.4).

Teorema 5.7 (Sollevamento per operatori lineari / Bartles-Groves).
Sia L : E — F lineare continuo surgettivo con E,F banach. M spazio metrico e
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f M — F continua, allora f si puo sollevare a E, cioe esiste f: M — E continua

tale che f = Lo f.

E
s

MT>F

In altre parole, é surgettivo l'operatore (lineare e continuo)

Co(M,E) — Cy(M,F)

L, g — Log

Dimostrazione.

Applichiamo il lemma di surgettivita lineare come segue: sia f € Cy(M, E) e consi-
deriamo un sollevamento approssimato g costruito con partizioni dell’unita a partire
da sollevamenti approssimati locali che sono costanti. O

Osservazione 5.8.

Se M = F e f = idp allora questo restituisce una inversa destra continua (ma
possibilmente non lineare) o di L. Quindi ogni operatore lineare surgettivo ammette
una inversa destra continua. Inoltre se L non ammette inversa destra lineare allora o
non ¢ neanche differenziabile in alcun punto (se fosse differenziabile L oo = id =
LoDo =id)

Proposizione 5.9.
Se X,Y banach, Uinsieme degli operatori surgettivi SU = {L € L(X,Y, L surg)} é
aperto in L(X,Y).

Dimostrazione.
Se T'e SU(X,Y) allora esso induce

x T vy

|+

X/kerT

Sia k = (Hf’lu)’l € R, allora per ogni H € L(X,Y) con ||H|| < k abbiamo T+ H €
SU(X,Y): per definizione di k vale T~1(By) C +Bx perché 1 = HTV_lH e quindi

ijy - TBX = T(?TBX) = T(BX/kerT)

Dunque
H
kBy CTBx C (T'+ H)Bx + HBx C (T + H)Bx + H(k‘By)
quindi T+ H verifica le ipotesi del lemma di iterazione (5.1) con t = “—I,;I” < 1. O

5.1.1 Teorema della mappa aperta

Teorema 5.10 (Mappa aperta).
Siano X,Y Banach e T : X — Y lineare continuo e tale che T(X) ¢é di II-categoria
inY (per esempio T surgettivo). Allora T é una mappa aperta.
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Dimostrazione.

Sia B la palla unitaria chiusa di X. Basta mostrare che T(B) ¢ un intorno di 0 in Y’
(per omotetia e traslazione seguira che 7" manda intorni di « in intorni di T'(z), cioe
e aperta). Notiamo che

X =JnB = T(X)=|JnT(B)

Per ipotesi T(X) ¢ di II-categoria in Y, quindi per qualche n si ha che nT(B) ha
parte interna non vuota e quindi T'(B) stesso ha parte interna non vuota. Poiché!

T(B)-T(B) CT(B — B) = T(2B) = 2T(B)

si ha che T'(B) ¢ un intorno di 0 € Y.
Mostriamo ora che T'(B) stesso & un intorno di 0. Poiché la chiusura & I'intersezione
degli aperti che contengono T'(B) si ha in particolare che

1
T(B)=T(B)+ iT(B)'
Siccome T & continua, T'(B) & limitato e quindi T'(B) & limitato, quindi per il lemma
di iterazione (5.1) di ha

(1-3) T8 € T(8) = T(B) < 215,

in particolare T'(B) ¢ un intorno di 0 per omotetia. O

Osservazione 5.11 (Lineare continuo allora omeo se e solo se bigettivo).
Un operatore lineare continuo ¢ un omeomorfismo se e solo se ¢ bigettivo. Questo ¢
immediato da mappa aperta (5.10).

Osservazione 5.12.
Se T : X — Y lineare continuo allora induce

x T vy

| A

X/kerT

con T lineare continua iniettiva. Se T' & surgettiva allora per il teorema della mappa
aperta (5.10) T' ¢ un omeomorfismo lineare.

Osservazione 5.13.
SeT: X — Y ¢ lineare e continua allora

aperta <= surgettiva <= identificazione.

Iricorda che in generale se f & continua allora f(A) C f(A).

In questo caso la mappa ¢ (z,y) — x — y e usiamo il fatto che T & lineare e

T(B) x T(B) = T(B) x T(B).
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Teorema 5.14 (Grafico chiuso).
Siano X, Y Banach, T : X =Y lineare. Allora T ¢é continua se e solo se

IF={(z,T(z)) e X xY |z € X}
e chiuso.

Dimostrazione.

Data una qualsiasi mappa continua f : X — Y con Y Hausdorff si ha che I ¢ la
preimmagine della diagonale di Y x Y rispetto alla mappa idy X f. Poiché Y & un
Banach (e quindi metrico e quindi 75) effettivamente abbiamo la prima implicazione.

Supponiamo ora che I" sia chiuso. Poiché X x Y & prodotto di Banach esso stesso
¢ banach e quindi I" & banach perché chiuso di un Banach. Osserviamo ora che

T(x) = Py((z,T(2))) = Pr((Px|) "' () = T =Pyo(Px| )"

Poiché PX|F ¢ bigettiva, continua e lineare, per il teorema della mappa aperta (5.10)

essa ¢ un omeomorfismo, quindi 7" ¢ continuo in quanto composizione di Py e Px ‘;1
continue. O

Esercizio 5.15.
Sia T': X — Y lineare fra Banach. Controntare la continuita di 7" con le topologie
forti e debolidi X e YV

(X, w) = (Y,w)
(X w) = (Y, )
(X,s) = (Y,w)
(X, s) = (Y, s)

Dimostrazione.
Hint: usare grafico chiuso (5.14) ricordando che sottospazi vettoriali di Banach sono
chiusi forti se e solo se sono chiusi deboli e osservando chi e la topologia debole di
X x Y (topologia prodotto)

Tre di queste nozioni sono equivalenti e una no. Quella diversa & piu forte? Piu
debole? O

Norme confrontabili

Proposizione 5.16 (Norme confrontabili su Banach sono equivalenti).
Due norme su Banach confrontabili sullo stesso K-spazio vettoriale sono equivalenti.

Dimostrazione.

Se le norme sono confrontabili, idx € continua se sul dominio consideriamo la topologia
pit fine. Chiaramente idx € lineare, quindi per il teorema della mappa aperta (5.10) si
ha che idx e aperta. Poiché idx € bigettiva questo mostra che idx € un omeomorfismo.

O

Esercizio 5.17.
Su uno spazio normato X di dimensione infinita esistono sempre forme lineari non
continue.

Osservazione 5.18.
Esistono L : X — X lineari bigettive non continue
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Dimostrazione.
Fisso f forma discontinua e fisso u € X, definiamo

L(z) =2+ f(z)u
e notiamo che

LP(a) =L(x + f(z)u) = L(z) + f(2)L(u) =
=z + f(x)u+ f(z)(u+ flu)u) =
=+ (2f(x) + f(x) f(u))u.

Se u & tale che f(u) = —2 allora L? = idy, cio¢ L involuzione. In particolare L &
bigettiva ma continua se e solo se f lo &, e non lo & quindi L non continua su (X, ||-[|;)
Banach.

Poniamo |[z[|, = ||L(z)||,- Notiamo che |-||, rende X Banach in quanto L :
(X, 1Il1) = (X, |I]l5) & una isometria. Notiamo dunque che ||| e ||-||, sono norme che
rendono X banach e che non sono equivalenti (L & discontinua per ||-||; ma continua

per |[-[l2)- O

Esercizio 5.19.
Siano ||-||;, |||, norme sullo stesso X e sia ||-||; = |||, + ||]|,- Allora

1. Una successione (z,) converge a x € X in ||-||; se e solo se converge a z in |||
e [l

2. (xp) e di Cauchy in X se e solo se e di Cauchy sia per ||-||; che per ||-[|,.

Esercizio 5.20.
TROVA I’IMBROGLIO:
“Proposizione.” Tutte le norme di Banach sullo stesso X sono equivalenti.

“Dimostrazione”.

Siano ||-||; e [|-]|, di Banach. Notiamo che ||-|[; ¢ pit1 fine della altre due e che (z,,)

¢ di Cauchy per ||-||; se e solo se lo & per le altre due, quindi per il punto 1. della

proposizione precedente la successione converge in ||-||5. Segue dunque che, poiché ||-||5

¢ piu fine allora ¢ confrontabile con le altre due, quindi le tre norme sono equivalenti.
O

5.2 Iniettivita e surgettivita di mappe lineari

Cerchiamo di capire che relazione c’e tra iniettivita e surgettivita delle mappe T e T*
per T : X — Y lineare continua.

5.2.1 Forte iniettivita

Definizione 5.21 (Forte iniettivita).
Una mappa T : X — Y lineare continua ¢ fortemente iniettiva se esiste ¢ > 0 tale
che

VeeX  [T()| = cllx].

Proposizione 5.22.
Se X eY sono banach e T : X — 'Y lineare continua, T é fortemente iniettiva se e
solo se T' ¢ iniettiva e ImmT é chiuso.
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Dimostrazione.
Diamo le implicazioni

Iniettiva ok. Sia 7" : X — ImmT C Y la stessa mappa di T ma con codominio
ristretto. Notiamo che T” ¢ invertibile perché iniettiva e surgettiva per costruzione
e che ha inversa continua per la disuguaglianza in ipotesi, quindi Imm(7") ¢ Banach
perché X ¢ Banach e quindi Imm T & chiuso in Y.

Se T ¢ iniettiva con immagine chiusa allora 77 : X — ImmT ¢ invertibile. Inoltre,
poiché Imm 7" & Banach perché chiuso di Y, si ha che per mappa aperta (5.10) vale
(T")~! continua, cio¢ T fortemente iniettiva.

O

Proposizione 5.23 (Retrazioni e sezioni per lineari continue).
Sia T € L(X,Y) con X,Y Banach. Allora T ¢ una?

o inversa destra <= iniettiva e ImmT & complementato®

e inversa sinistra <= surgettivo e ker T & complementato.

Dimostrazione.
SeT:X —-Y eS:Y — X sono una coppia tale che SoT =idy alloraToS =P ¢
un proiettore lineare continuo, infatti

P2=(ToS)o(ToS)=ToidxoS=ToS5.
Quindi Y = ker P ® Imm P e ker P = ker .S, Imm P = Imm T, ovvero
Y =kerS & ImmT

come volevamo.

Viceversa, se T ¢ iniettivo e Imm T & complementata (rispettivamente S & sur-
gettivo e ker S complementato) allora considero un proiettore Py, (0k per la de-
composizione in somma diretta) e definisco S = (T")™! o Pium r che & inversa sinistra
di T (rispettivamente definisco un proiettore @ su ker S con idy — @ proiettore sul
supplementare V fissato di ker S, a questo punto considero S |‘;17 che diventa inversa

destra). O

Teorema 5.24 (Surgettivitd e aggiunti).
Sia T € L(X,Y) con X,Y banach e tale che T* fortemente iniettivo (iniettivo piu
immagine chiusa). Allora T ¢é surgettivo.

Dimostrazione.

Supponiamo per assurdo che T non sia surgettiva, allora esiste y € Y che non appar-
tiene all’immagine. Segue che (y) ®Imm T & un sottospazio di Y e su questo possiamo
costruire un funzionale che assume un valore positivo su y e che si annulla su tutto
Imm7T. Per il teorema di Hahn-Banach (3.4) questo si estende a g definito su tutto
Y. Per definizione di forte iniettivita, esiste ¢ > 0 tale che |T*f|| > ¢||f|| per ogni
f € Y*. In particolare valutando in g troviamo

0=llgeT| =I[T"gll = cllgll >0
che ¢ assurdo (||g|| > 0 perché g(y) # 0). O

Osservazione 5.25.
In realta vale anche T™ surgettivo se e solo se T' fortemente iniettivo.
2

cioe esiste S : Y — X tale che T & l'inversa destra / sinistra di S.
3cioe esiste V C Y tale che Y =ImmT & V.
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5.2.2 Polare, prepolare, annullatore, preannullatore

Definizione 5.26 (Assolutamente convesso).
Un insieme bilanciato e convesso si dice assolutamente convesso. Per un insieme
S ha senso I'inviluppo assolutamente convesso

assco(S) = m C:{i)\iai|a1,-~-,an65, A €K, Zn:|/\i§1}=
i=1

C' ass.conv. =1
CDS

=Bk(0,1) co(S)
Definizione 5.27 (Polare e prepolare).
Sia X SVT, A C X, B C X*. Definiamo la polare di A come
A= {2 e X*||(a*,2)| < 1, Vo € A} = [ {=}°
TEA
Definiamo z° = {z* € X* | [(z*,z)| < 1} D ker(tx(x)).
Definiamo il prepolare di B come
By={zeX||@a",2) <1LVa" € B} = [ {z°},
r*eB

Osservazione 5.28.
La polare di un qualche insieme e assolutamente convessa e w*-chiusa. La prepolare
¢ assolutamente convessa e chiusa in X (anche forte).

Definizione 5.29 (Annullatore e preannullatore).
Sia X SVT, A C X e B C X*. Definiamo 'annullatore di A come

At ={z" e X" |{z",2) =0, Vo€ A} = [ Amn(z) = ] {=}"
T€A T€EA
e il preannullatore di B come
B, ={reX|V¥(z",2)=0, Vo" € B} = ﬂ ker z* = ﬂ(sc*)L
r*eB r*eB

Osservazione 5.30.
Se A e B sono sottospazi vettoriali o coni in generale allora

A=A+ By=B,.
Da ora in poi supponiamo (X, ||-]|) normato e sia ix : X < X**.

Proposizione 5.31 (Polare e prepolare in normato).
Della definizione si ha

o A% = (ix(A))o
e By=iy' (B =B"nX
Dimostrazione.
Segue dal fatto che (z*,z) = (ix(x),z*). Per esempio
A ={z* € X* | |(z*,2)| < 1,Vz € A} =
={z" e X" | {ix(x),2")| < 1,Vx € A} =
—{a" € X" | [{y,27)] < 1,V € ix(A) C X**} = (ix(A))o.
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Osservazione 5.32.
Per le palle unitarie chiuse vale

(Bx)" = Bx-, (Bx+)o = Bx
dove per la seconda uguaglianza usiamo Hahn-Banach per dire (Bx-)° N X = Bx.

Proposizione 5.33.
Siano A C X e B C X*, allora

w™*

(A% = assco(A), (By)? = assco(B)

Dimostrazione.
Dalla definizione & chiaro che A C (A%)y e B C (By)°. Poiché (A%)y & assolutamente
convesso e chiuso vale
(Ap)° D assco(A)

e per lo stesso motivo (Bg)? D assco(B)w

Sia a ¢ assco(A). Per Hahn-Banach (3.26) esiste* fo € X3 tale che (fy,a) > v >
(fo,x) per ogni x € assco(A). A meno di riscalare fy supponiamo v = 1. Allora
[(fo,z)| <1 per ogni = € assco(A).

Se K = R poniamo f = fj, se K = C allora poniamo (f,x) = (fo,z) — i {(fo,ix) e
notiamo che

sup  [{f,x)| = sup  [(fo, )]
z€assco(A) z€assco(A)

Dunque f € A°, ma [(f,a)| > {(fo,a) > 1, quindi a ¢ (A%)y. Questo mostra
I'inclusione (A°)y C assco(A). O
Osservazione 5.34. 3
(At), = Span(A) e (BL)* = Span(B)w , infatti polare e prepolare coincidono con
annullatore e preannullatore per coni e chiaramente

(A%)L = (Span(A))L,  (Bu)* = (Span(B)L)*.

Osservazione 5.35.
Se® A C X allora A & denso se e solo se AL = (0) e B C X* & w*-denso se e solo se
B, = (0).

Proposizione 5.36 (Relazione tra nucleo e immagine tra T e T*).
SeT e L(X,Y) allora

e kerT = (Imm7™)
e ker 7% = (Imm7T)*

o (kerT)t = T T+
o (kerT*), =ImmT.

4XR & X visto come R-spazio vettoriale.
5stiamo usando il fatto che la chiusura di Spang Y & uguale alla chiusura di Spang Y per topologie
meno fini della forte.
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Dimostrazione.
Abbiamo una catena di equivalenze

x €kerT
Tx=0
(y*,Tx)=0 Yy *eY”
(T*y", ) =0 Vy* eY”
€ (ImmT"),.

dove la seconda equivalenza ¢ data da Hahn-Banach (3.4). Segue che (kerT)‘ =
(Imm7T*) )+ =Tmm T+ .
L’altro caso si fa allo stesso modo. O

Corollario 5.37 (Iniettivita e aggiunti).
Sia T € L(X,Y), allora

T iniettivo <= ImmT" é w*-denso in X*

T* iniettivo <= ImmT ¢é denso in'Y
Dimostrazione.
Segue da (5.36), dove pero per dire che (kerT)*t = X* == kerT = (0) stiamo
usando Hahn-Banach (3.4) (se kerT' contiene un vettore non nullo allora possiamo

costruire un elemento di X* che non si annulla su quel vettore, e quindi che non si
annulla su ker T). O

Esercizio 5.38.

Scrivere un criterio per “essere inverso sinistro lineare” per T' € L(X,Y’) deducendolo
)

dal lemma di iterazione.

Teorema 5.39 (Goldstine).
Sia (X, ||-]) normato e Bx = Bx(0,1), allora

— o(X*,XY)
ZX(B)() = BX**

e quindi XY =X,

Dimostrazione.
Calcoliamo (la topologia debole* su X** & o(X**, X*)):

— (XX

ix(Bx) = (ix(Bx)o)° 631

(B%)? = (Bx+)" = Bx++

5.2.3 Caso dei Banach

Proposizione 5.40 (Duale di sottospazi e di un quoziente).
Dato Y sottospazio chiuso di X Banach abbiamo le sequenti isometrie lineari:

1Y = X*/Yyt
2. (X)Y) =Yyt cXx*
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Dimostrazione.
Data l'inclusione jy : Y — X otteniamo jj : X* — Y*. Il nucleo di j; sono i
funzionali in X* che si restringono al funzionale nullo su Y*, cioe gli f € X* tali che

) =fojv=1f],=0

e quindi ker j3- = Y. Per il teorema di Hahn-Banach (3.2), j;- ¢ surgettiva in quanto
ogni funzionale su Y si estende ad uno su X perché X Banach e Y chiuso. Per il
teorema di isomorfismo esiste un’unica mappa ¢ che fa commutare

X* iy Y*

X*/Yl

Per questioni di algebra ¢ ¢ lineare e poiché j;- ¢ continua e 7 induce la topologia
quoziente, ¢ & continua. Verifichiamo che & una isometria.

BX*/YL (O, 1) = W(Bx* (0, 1))
6(Bx- v+ (0,1)) = d(r(Bx-(0,1))) = ji-(Bx-(0,1)) "=’ By.(0,1).

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che l’estensione data da Hahn-
Banach mantiene la norma.

Data la proiezione 7 : X — X/Y otteniamo 7* : (X/Y)* — X*. Sia ¢ € (X/Y)* e
f=n"(p) =pom. Siha che

¢(Bx/y) = ¢(7(Bx)) = f(Bx),

quindi [|¢[| x/yy- = [[f] x+, cioé 7" & una immersione isometrica.

Sia f € X*, si ha che f € Y se e solo se Y C ker f che succede se e solo
se f si fattorizza tramite 7 per proprietad universale. Quindi f € Y se e solo se
f=¢om = 7m"(p) per qualche ¢ : X/Y — R, cio¢ se e solo se f € 7*((X/Y)*).
Quindi Imm 7* = Y.

Restringendo il codominio all’immagine troviamo quanto voluto. O

Proposizione 5.41 (Banach riflessivi).
Sia X banach®, allora X ¢ riflessivo se e solo se X* ¢ riflessivo.

Dimostrazione.
Ricordiamo che

idx
Se X & riflessivo, cioe ix ¢ isomorfismo, allora (ix)* € un isomorfismo per funtorialita.

Dal diagramma allora segue che ix+ € un isomorfismo, infatti

(ix)*oix» =idx» = ix- = ((ix)*) " o(ix) oix- = ((ix)*)™*

Quindi ¢ x+ & un isomorfismo, cioé X* & riflessivo.

Sbanach serve perché X* & isometrico a X* dove X ¢l completamento di X.
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Viceversa, se ix» ¢ un isomorfismo allora (ix)* € un isomorfismo per motivi analo-
ghi a prima, quindi ix ha immagine densa (iniettivita di (ix)* e (5.36)), ma I'imma-
gine di ix € sempre chiusa, quindi X é riflessivo (iniettivita di ix vale sempre perché
immersione isometrica). O

Osservazione 5.42.
Se X non ¢ riflessivo allora nessun duale successivo puo essere riflessivo.

Teorema 5.43 (Immagine chiusa).
Siano X,Y banach, T € L(X,Y), allora sono equivalenti

~

. Imm T ¢ ||-||-chiuso
ImmT é w-chiuso

Imm T* = (ker T*) |
Imm T™* é ||-||-chiuso

Imm T™* & w*-chiuso

S o™ o e

Imm T* = (ker T)*

Dimostrazione.
1. e 2. sono sempre equivalenti per sottospazi vettoriali.

(5.36)

ImmT ((kerT*) )

*

quindi 2. & equivalente a 3. Similmente 5. e 6. sono equivalenti per Imm 7% =
(ker T)*. Poiché la topologia debole* & meno fine della topologia forte, 5. implica 4.
Resta da mostrare solo 4. = 1. e 1. = 6.

Supponiamo Imm T chiuso forte. Siano Z =Imm7T e S : X — Z la mappa ottenuta
da T restringendo il codominio, che possiamo fare perché Imm7 C Z.

Per costruzione Imm S & densa in Z e la tesi & S surgettiva. Dualizzando la successione

Z
RN
_
X - Y
troviamo
PN
Yy ——m X*
T
dove la mappa Y* — Z* ¢ la restrizione del dominio, che ¢ surgettiva per il teorema
di Hahn-Banach (3.4), dunque S*(Z) = T*(Y). Notiamo che T*(Y) & chiuso in
norma, quindi anche S*(Z) lo &. Poiché Imm S & densa, S* & iniettiva, quindi per la

caratterizzazione (5.24) S* ¢ fortemente iniettivo e percid S & surgettivo.

E sempre vero che Imm 7% C (ker 7)+ in quanto (ker T')% ¢ la chiusura di Imm 7" per
la topologia debole* (5.36).
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Sia z* € (ker T')*, cioe ker T' C ker z*. Consideriamo la mappa lineare (a priori non
continua)

¢ ImmT — K
che ¢ ben definita perché se T'(x) = T'(z’) allora © — 2’ € ker T’ C ker z*. Notiamo che
¥ =&oT.
Poiché Imm T & chiuso (stiamo assumendo 1.) esso & banach, quindi si ha che T & aper-
ta come mappa X — Imm T per il teorema della mappa aperta (5.10), quindi induce
la topologia quoziente, il che significa che £ era un funzionale lineare CONTINUO.

Per il teorema di Hahn-Banach (3.4) £ si estende a y* € Y* e poiché * = £ o T si ha
x* =y*oT =T*(y*), ciot z* € Imm T™*.

O

Abbiamo dunque

+= T* fortemente iniettiva

{ Imm7T chiusa {Imm T* chiusa
Tsurg. <= >

Imm7T densa T iniettiva

Esercizio 5.44.
Per X,Y banach, i seguenti sottoinsiemi di L(X,Y") sono aperti
e Surgettive
e Inverse sinistre
e Inverse destre
e Fortemente iniettive
e Invertibili

Per T che appartiene ad uno di questi trovare r > 0 tale che B(T,r) sia contenuto
nell’aperto.

Solution.
Esempio, per T invertibile posso prendere B(T,1/ ||T_1 H) a

Proposizione 5.45 (Duale ¢ endofuntore su Banach).
La corrispondenza

Ban? — Ban

X — X*
T:X—-Y — Tr:Y*— X*
¢ un endofuntore controvariante esatto’ .
Dimostrazione.
Se kera = (0) e Imma = ker 5 & chiusa (cioé « & fortemente iniettiva) allora o* ha
immagine chiusa e Imm o* = (ker )+ = X*, quindi a* & surgettiva.
Se Imm « = ker g allora

ker o = (Imma)®t = (ker 3)* = Imm §* fm f_chiusa

Imm §*
Infine § surgettiva implica 8* iniettiva (5.37). O

. . N . . Q B . s
"Ricordiamo che un funtore & esatto se per ogni successione esatta corta0 — X Y 5 Z — 0 (cioe

*

« iniettiva, B surgettiva e Imm o = ker 3) allora 0 < X* & Y* ¢ Z* +— 0 & ancora esatta.
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Corollario 5.46.
11 funtore biduale
Ban — Ban
X — Xt
T:X—>Y +— T X" 5Y*

e un funtore covariante esatto. Linclusioneix : X — X™* induce una trasformazione
naturale tra il funtore idga, e ™.

Dimostrazione.

T valy

T(m) EEm— ’UCLlT(z)
dove T**(val,)(f) per f:Y — K lineare continua ¢ data da
(T (valy)(f)) = ((valy o T*)(f)) = (T*(f))(z) = f(T(2)) = valp@)(f).
O

Osservazione 5.47.
Se j: Y — X ¢ inclusione di sottospazio chiuso (in generale per j fortemente iniettiva)
allora j7** & fortemente iniettiva, infatti il biduale ¢ un funtore esatto e

Tmm ™ = (kerj*)* = (Y1) = ((ix(V) )" = ix @)

cioe Y** ¢ la chiusura w* di Y visto in X**.

Osservazione 5.48.

Se Y C X chiuso e X e riflessivo allora anche Y e riflessivo. Infatti se ix € surgettivo
allora (X,0(X,X*)) & (X**,0(X*™,X*)), quindi ix(Y) deve essere w*-chiusa in
X** (perché era w-chiuso in X). Percio ix(Y) = Imm j** e quindi iy : ¥ — Y** ¢
surgettiva.

y — o x

o s

Y** X**
e
Proposizione 5.49 (Criterio riflessivo con sottospazio chiuso).
SeY C X ¢ chiuso. X é riflessivo se e solo se Y e X/Y sono riflessivi.

Dimostrazione.
Consideriamo il diagramma

0 y —L X X)Y — 0
iyl Jix lix/y
0 Y X (X/Y)** — 0



Se X ¢ riflessivo abbiamo gia detto che anche Y lo ¢. Se Y e X/Y sono riflessivi, due
frecce verticali su tre sono isomorfismi, quindi anche la terza lo & per il lemma dei 5.

Per un motivo analogo se X e riflessivo allora anche Y lo € e quindi di nuovo per
il lemma dei 5 anche X/Y riflessivo. O
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Capitolo 6

Separabilita e Spazi
uniformemente convessi

6.1 Separabilita vs Metrizzabilita

[RISCRIVERE POI PERCHE NON SI CAPISCE NIENTE]

Lemma 6.1.
Se'Y é normato, Z CY e g €Y allora esiste o € Y* tale che ||p|| = 1, (p,g9) =
dist(g,Z) e p € Z+.

Dimostrazione.
Sia 7 : Y — Y/Z la mappa quoziente. Applichiamo Hahn-Banach (3.2) a Y/Z: esiste
Y e (Y/Z)* tale che

(¥, 7(9)) = |Img = dist(g, Z)

di norma 1. Poniamo ¢ = 7.
(p,9) = (7", g) = (¥, mg) = dist(g, Z)
e ||lo|l = |lv|| = 1 perché n* : (Y/Z)* — Z+ C Y* & una isometria. O

Teorema 6.2 (Separabilita in termini di metrizzabilita di palle).
Sia X spazio normato. Siano Bx e Bx- palle unitarie chiuse.

1. se X* ¢ ||'||-separabile allora anche X lo é.
2. X ¢ ||-||-separabile se e solo se (Bx~,0(X*, X)) é metrizzabile
3. X* ¢ ||-||-separabile se e solo se (Bx,o(X,X™")) é metrizzabile

Dimostrazione.
Mostriamo le proposizioni:

1. Sia X* separabile e sia {f;} numerabile denso. Per ogni k € N sia x;, € X tale che

{nxkn =1
(s )| = &l
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Affermiamo che Y = Span({x1.},y) ¢ denso in X: basta verificare che {xk}ieN = (0)
per (5.36). Sia f € X* tale che (f,zr) = 0 per ogni k e sia fi; una sottosuccessione
di {f%} che converge a f in norma. Allora

S il < i m )] < 1y — Foma )+ [, )] =
= |<f’f.7‘ - fvxkj>‘ < kaj - f” kayH = 0j—>00(1)
N——"

=1
dove quella norma ¢ un o(1) perché fi, — f.
2. Diamo le due implicazioni

Sia X separabile e {z}},~, numerabile denso in Bx. Definiamo una norma su
X* ponendo

AN =S 27 [ fomad] 2 27 (f, )

n>1

Per costruzione

A<D 2™ [f el < | D27 ) IFI = 11£1

n>1 n>1
ciog [||-||| € meno fine di ||-||.
Affermiamo che id : (Bx-, |||-]||) = (Bx+,o(X*, X)) & un omeomorfismo'.

Poiché il dominio ¢ metrico basta mostrare la continuita sequenziale. Sia allo-
ra (fi)ken una successione in Bx- con fi — f € Bx« convergente per [|-]||.
Vogliamo mostrare che fr — f rispetto alla norma debole*. Senza perdita di
generalitd supponiamo f = 0 (altrimenti basta considerare % (fi — f)).

Se ||l fxlll = 0 allora |||f|ll = 27" |{(fk,zn)| = ox(1) per ogni n, quindi fx
converge puntualmente a 0 su (z,,). Inoltre le fi sono funzioni 1-Lipschitz Bx —
K e I'insieme di convergenza di una successione di funzioni equicontinue (a valori
in spazio metrico completo) ¢ sempre un chiuso per Ascoli Arzela. Dunque le
successioni convergono puntualmente dappertutto per densita su Bx (quindi
anche su X per omogeneita).

Il limite & 0 perché e sono funzioni 1-Lipschitz.

Allora f; — 0 nella topologia debole* perché questa ¢ esattamente la topologia
indotta dalla topologia prodotto.

Questo mostra la continuita di id : (Bx+,||||||) = (Bx+,o(X*, X)). Se il domi-
nio & compatto allora abbiamo una mappa bigettiva, continua da compatto in
Hausdorff, dunque ¢ un omeomorfismo. (Bx=, |||-|||) & compatto sequenzialmente
perché, se {fx} € una successione in Bx~ allora le fj sono 1-Lipschitz e limitate
come funzioni su By, quindi per argomento diagonale (vedi Ascoli-Arzela) esiste
una sottosuccessione fk]. convergente su ogni x,,. Essendo questa sottosuccessio-
ne equicontinua essa converge su tutto X puntualmente. Il limite & f lineare su
X e 1-lipschitz e quindi f € X*. Infine |kaj — f||| — 0 perché

£ = £l = D227 [(fi, = fra)] = 05(1)

n>1

Inota che id : (X*,]||]l]) = (X*,0(X*, X)) non potrebbe esserlo se dim X > Xo.
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dove 'ultima ugualgianza vale perché ogni termine ¢ infinitesimo ed ¢ dominata
dalla serie geometrica di fattore 1/2.
Questo mostra che (Bx~, ||||||) ¢ sequenzialmente compatto e questo conclude.

Supponiamo (Bx=,o(X*, X)) metrizzabile. Osserviamo che per F' € P, (X)

si ha che

FO={z" e X*||(a",2)| <1Vo e F} = [ {2}

zEF

& un intorno di 0 (F & finito) in (X*,0(X™*, X)), in realtd questi sono una base
di intorni per la topologia o(X*, X).
Se (Bx+,0(X*, X)) & metrizzabile allora in particolare & I-numerabile, quindi
esiste una successione (Fy,),>0 € Pfin(X) tale che (FQ N Bx+),>0 ¢ una base
di intorni di 0. Notiamo in particolare che (1, F) N Bx~ = (0).
Senza perdita di generalita supponiamo anche F,,; 1 D 2F, (se avevamo una
successione valida basta aggiungere la riscalatura del termine prima e I'insieme
resta finito). Ricordiamo che se A C B allora B C A° quindi gli intorni che
prendiamo diventano inscatolati.

0
0)=((FNBx-)= [ (VEY | nBx-= | | Fu| NBx-=
n>0 n>0 n>0
0 0
= | assco UF” ﬁBX*(;) Span UF” N Bxx =
n>0 n>0
il
= | Span UF" N Bx~
n>0

dove l'uguaglianza (x) vale perché per ipotesi 2|J F,, C |J F},, quindi prendendo
Iinviluppo assolutamente convesso troviamo esattamente lo Span lineare: se

> Ais; € Span (UnZO Fn) allora

)\i )\z
Z)‘isi = Z Q—N(QNSZ-) € assco U F, per N tale che Z ‘2N| <1
n>0
1
Dunque, poiché (Span (Unzo Fn)) N Bx+ = (0) e Bx+ & una palla,

L

Span U F, = (0),

n>0

cioe Span (UnZO Fn) ¢ denso in X (per ||-]|). Quindi X & ||-||-separabile se con-

sideriamo Spang (Un>0 Fn) (U,,>0 Fr € numerabile perché unione numerabile
di finiti).

3. Diamo le due implicazioni

Segue dalla stessa freccia nel caso 2. notando che (Bxx=,o(X™*, X*)) € metriz-

zabile e quindi anche (Bx,o(X**, X*)) = (Bx,o(X,X"*)) lo &.
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<= | Sia (Bx,0(X,X™)) metrizzabile. Come per il punto 2. si ha che ogni F €
X g
P rin(X*) definisce

Fy={zeX||@a"2)<1Va" e F}= [ {z*},
T*eF
intorno di 0 in (X, o(X, X*)). La famiglia {FO}Feﬁfin(X*) & quindi una base di
intorni di 0 rispetto a (X, X*). Poiché By ¢ w-metrizzabile essa ¢ I-numerabile
quindi esiste una successione (Fp)p>0 C Prin(X*) tale che (F,)o N Bx =
ix(F%) N Bx = FY N Bx sono una base di o(X, X*) ristretta a By.
In particolare (,~o(Fr N Bx) = (0). Assumiamo inoltre F,, 41 D 2F, come

prima.? Supponiamo per assurdo che Span (Un>0 Fn> non sia ||-||-denso, ciog

Z = Span UF" # X",
n>0

cioe esiste g € X* \ Z.
Per il lemma (6.1) esiste ¢ € X** tale che ||p|| = 1, Z C kery e (p,g) =
dist(g,Z). A meno di cambiare g supponiamo dist(g, Z) = 1.

Notiamo che {z € Bx | (g,x) < 3} ¢ un intorno di 0 € Bx nella topologia
o(X, X*), quindi contiene un intorno di base F%, N Bx. Poniamo

A= {neX** | (n,9) > % |(n, ) <1Vf€Fm}-

A & aperto in o(X**, X*) perché intersezione finita di aperti (la condizione su
% e una per ogni elemento di F,,). Notiamo che ¢ € A perché (p,g) =1 e

{p,fY=0perogni f € ZDF,.

Per Goldstine (5.39) ?Xw* = By« ma si ha che AN Bx # 0 perché ¢ €

AN By = AnBx" .

Quindi esiste Z € Bx tale che ix(Z) € A, ciot (g,Z) > % e [(f,Z)| < 1 per ogni

f € F,,, cioe dalla seconda condizione Z € F, N Bx ma questo era esattamente

I'intorno che avevamo scelto dentro {g < 3}, quindi g(Z) > e g(Z) < % assurdo.
O

Esercizio 6.3.
Sia X spazio vettoriale con due norme |-[|; e [|-||, tali che [-||, e piu fine di |||
(llzll, < llz]l, per ogni = € X)?.

e By, ¢ o(X1, X{)-metrizzabile se e solo se X] ¢ separabile rispetto a ||-|| .
2

2Potremmo provare a ragionare come per il punto 2.:

L
(0) = <Span (U Fn>> N Bx,
n>0

quindi Span (Unzo Fn> = (0), cioé Span (Unzo Fn> ¢ w*-denso. Questo non basta.
?Come notazione (X1, [[[l}) = (X, [[]1) e (X2, [[l) = (X, [[|5)-
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6.2 Spazi uniformemente convessi

Definizione 6.4 (Norma uniformemente convessa).
Per uno spazio normato (X, ||-||), la norma si dice uniformemente convessa se per
ogni € > 0 esiste § > 0 tale che per ogni x,y € Bx si ha

Tty

H>1—6 = flz—yl <e

Esempio 6.5.
Se H & uno spazio di Hilbert allora & uniformemente convesso e questo e testimoniato
dalla identita del parallelogramma:

2 2 2 2
[z +ylI” + [l = ylI” = 2(=[I” + ly[I")

e quindi se ||z||, |y|| < 1 allora

o\ 1/2
|z —yll < \/4— |z +y|* =2 (1 (”x‘;y”> )
Esempio 6.6.

La norma |[-[|,, su R? per 1 < p < oo & uniformemente convessa, anche ||| p Su LP.

Teorema 6.7 (Milman-Pettis).
Spazi di Banach uniformemente convessi sono riflessivi.

Dimostrazione (di Kakutani).
Sia (X, ||-||) banach U.C. e sia n € X**. Vogliamo mostrare che 7 ¢ una valutazione
valz per qualche z € X.

Per ogni k > 1 siano d; > 0 come nella definizione di U.C. per e = 1/k, cioé per
ogni x,y € Bx vale
1

H>1—5k = ||x—y||<%

r+y

Senza perdita di generalitd supponiamo §; — 0. Sia (fi) una successione in Bx-
massimizzante per ||n||, cioe:

S.P.G.

Il = sup [(n, f)] 1,

Il Fll=1

allora || fill =1 e (n, fr) > 1 — 6 per ogni k > 1. Sia fy € X* qualsiasi e g = +o0.
Definiamo

A, = {9€X** | K0, fr) — (0, fi)| < % e (0, fr) >1—0 Yk {0, ,k‘}}

Notiamo che A,, & un intorno aperto di n per la topologia o(X**, X*), quindi per
Goldstine (5.39) si ha A, NixBx # 0, dunque esiste z,, € Bx tale che ix(z,) € Ay,
ovvero (ricorda che ix (z,) = val,,)

|<fk7xn> - <{’77fk>‘ < %
(frsn) > 1 — 6 Vk <n
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Per 1 <p < g <oosiha

Ty + Xq
2

Tp+T 1 1
> <fpa L 9 q> = § <fp7$p> + 5 <fpa-rq> >1— 6

e quindi ||z, — 4] < 1%, cioe (x,) € una successione di Cauchy. Poiché X ¢ un Banach
e questi punti stanno in By si ha che la successione converge a T € Bx. Prendendo
il limite in n del sistema sopra troviamo

<f/€7§’:> = <777fk:> vk
(fo, @) > 10 Vk

Notiamo che il sistema di equazioni (fx,z) = (n, fi) al variare di k£ ha una unica
soluzione in By, ovvero T: se (fx,y) = (1, fr) allora per ogni k

TaT TaT
m2yHZ<fk,m2y>=<777fk>21—5k

1>

e quindi “%y

H =1, ma allora per uniforme convessita z = .

Quindi, a prescindere dalla scelta di fy troviamo sempre lo stesso z, dunque per
ogni f € X* vale (f,Z) = (n, f) perché 0 era incluso nel sistema che ci stavamo
portando dietro. Abbiamo quindi mostrato che valz(f) = n(f) per ogni f, cioe
n = valz. O

Dimostrazione (via nets).
(X, X"
Sian € X** con ||| = 1. Per Goldstine (5.39) si ha Bx (X=X _ Bx++ quindi
esiste un net x : D — Bx convergente a 7 in o(X**, X*).
Consideriamo ora il nuovo net z, +xg : D x D — X e notiamo che z, +xg — 27.

Siano € > 0 e § > 0 come nella definizione di uniforme convessita e sia f € X* tale
che [[f][ =1 e (n, f) >1— 0 (ok perché |n]| = 1).

Allora <f7 wa;xg> = <val$§+xﬁ ,f> — (n, f) >1—46, quindi

’z<f,x“;x6>zl—6

To +2p
2

definitivamente e quindi
e —2sll < e
definitivamente, quindi z, € un net di Cauchy e quindi converge a ¥ € X perché X

¢ Banach e quindi & completo anche per nets. Concludiamo notando che T = 7 per
unicita del limite. O

Esempio 6.8.
Per 1 < p < oo gli spazi (LP(X,pu),|[[,) sono uniformemente convessi e quindi
riflessivi per Milman Pettis (6.7).

Esercizio 6.9.
Isomorfismo tra L? e (LP)*.

Dimostrazione.
Considerare per p, g coniugati
LT — (LP)*

T, o .
PIT g — fe [ fedu
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Questa mappa ¢ lineare e isometrica per Holder, infatti

du| <
‘ /X 79 u‘ < I£1L 1l

e quindi [|T},49) < |lgll,, cio¢ T}, 4 ¢ continuo con norma degli operatori < 1. In
realtd ¢ una isometria perché possiamo scegliere una f opportuna tale che || f]| p=1

e Tpg(9)(f) = llgll-
Per provare che T}, ;, sono surgettive I'idea & considerare @ come sotto

irp T,
Lp Sy (o 2 (pay

\/’

o

e notare che a =T, ,.

Per Milman-Pettis (6.7) la iz» € isometrica, quindi si ha che T}, , ¢ surgettivo se
e solo se Ty, & surgettivo, ma Tj , & surgettivo se e solo se (5.36) Ty, & fortemente
iniettivo e questo & vero. O
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Capitolo 7

Compattezza nei Banach

7.1 Compattezza dei polari: Banach-Alaoglu

Teorema 7.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki).
Sia X SVT eV € Ux. Allora il polare di V

VO={feX*||(f,z)| <1Vz eV}

¢ compatto nella topologia o(X*,X), cioe¢! quella indotta su X* dalla topologia pro-
dotto su KX.

Dimostrazione.
Senza perdita di generalita supponiamo V assolutamente convesso e chiuso:

yo 029 assco(V)o.

Sia allora V' intorno assolutamente convesso chiuso di 0 in X. Sia p il funzionale
di Minkowski di V. Notiamo che p & una seminorma su X e (2.26) V = B,(0,1).
Notiamo che f € V° se e solo se

(f,z)| < p(x) VreX

infatti se [{f, )| < 1 per ogni x € V allora per x € X con p(x) # 0si ha p(z/p(z)) =
e quindi z/p(z) € V = B,(0,1), ma allora |(f,z/p(z))| < 1, cioe |(f,z)| < p x). S
in vece p(z) = 0 allora Span(z) € V per definizione di p, qulndl <f, zy =0e Vale

comunque [(f, z)| < p(x).

Viceversa, se |{f, z)| < p(x) per ogni X in particolare per 2 € V, poiché li abbiamo
p(x) <1 abbiamo |{f,z)| < p(x) <1 perz e V.

Notiamo che la condizione |(f,z)| < 1 su V assicura che f sia continua (perché
limitata in intorno di 0 (2.32)), quindi possiamo scrivere

={fe X, | {f,z)| <plx)Vze X} =X}, N HBK(O,p(x)) C X* C KX,
rzeX

compatto per Tychonoff

I proprieta universale
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Osserviamo che X/, ¢ chiuso in KX perché si scrive come intersezione di chiusi
alg p
per la topologia prodotto di KX

I/J,lg: m {fEKX |Paw+6y(f)_ap$(f)—ﬁpy(f):O}:
a,BeK
r,yeX
= ﬂ ker (Pogtpy — Py — BPy).

a,BeK
z,y€X

Quindi V° si identifica con un chiuso in un compatto per la topologia prodotto, e
quindi & compatto per la topologia prodotto su K¥ in quanto ¢ uno spazio Hausdorff.
O

Corollario 7.2.
Se X ¢é Banach allora la palla duale chiusa Bx«(0,1) é compatta per la topologia w*
su X*.

Osservazione 7.3.
Da questo corollario scendono varie applicazioni, per esempio al calcolo delle variazioni
ma non solo.

Teorema 7.4 (Kakutani).
Uno spazio X di Banach ¢ riflessivo se e solo se Bx (palla unitaria chiusa) é w-
compatta.

Dimostrazione.
Se X & riflessivo allora ix : (Bx,w) — (Bx++,w") ¢ un omeomorfismo e quindi
(Bx,w) & compatta per Banach-Alaoglu (7.1).

Supponiamo dunque Bx compatta in o(X, X*), allora anche ix(Bx) ¢ compatta
in X** per o(X™**, X*), in particolare ¢ chiusa. Per il teorema di Goldstine (5.39)
ix(Bx) ¢ anche densa in Bx+«-. Mettendo tutto insieme abbiamo ix(Bx) = Bx=+,
quindi ix & bigettiva e quindi X & riflessivo. O

Osservazione 7.5.
ATTENZIONE: queste compattezze sono per ricoprimenti, non per successioni!!!

Proposizione 7.6 (Banach si immergono in continue su compatto).
Se X banach allora X si immerge isometricamente in (C(K), ||-||) per qualche K
compatto Hausdorff.

Dimostrazione.
Sia K = (Bx+,0(X*,X)). K & T2 compatto per Banach-Alaoglu (7.1), inoltre
abbiamo una inclusione

X X e C(K)

fre—ifik

che ¢ isometrica perhcé ||z y = [Jvaly | x.., da cui [|f| x.. = [[fll & O

Osservazione 7.7.
Questa proposizione possiamo rappresentare isometricamente X* come C(K)* /X~
(5.40) e il duale di C'(K) si rappresenta via misure di Baire finite.
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7.2 Compattezza in Banach per la norma

Teorema 7.8 (Mazur).
Sia (X, ||-]]) banach, K C X compatto, allora co(K) é compatto.

Dimostrazione.
Sia B = Bx(0,1). Proviamo che co(K) & totalmente limitato (quindi relativamente
compatto in X che & completo). Sia & > 0. Siccome K & compatto, esiste F €
Prin(X) tale che

KCF+ %B = |J B(z./2).

el

Quindi co(K) C co(F') + 5B (perché convesso che contiene K). Se F' = {f1,---, fm}
allora co(F') ¢ compatto, infatti & immagine continua del simplesso standard

ATl = {()\1,-~ Am) ER™ | X; >0, ZAi:1}

tramite la mappa ovvia ® : A1 — X data da e; — f;.
Quindi esiste un insieme finito G € Py, (X) tale che

co(F) QG—i-gB

e quindi
co(K) C co(F) + gB CG+ gB+ gB =G +¢B,

cioeé co(K) & totalmente limitato. O

Teorema 7.9 (Dieudonné).
Sia (X, []|l) banach, K C X compatto, allora esiste una successione (p)neny C X
tale che x,, — 0 e K C co({Zn},cn)-

Dimostrazione.
Senza perdita di generalitd supponiamo K C B = Bx(0,1).
Per ogni n € N esiste F,, € P¢;,,(K) tale che

KCF,+4™"B

ciot ogni x € K dista meno di 47" da qualche 2’ € F,,. Per comodita Fy = {0} (ok
perché abbiamo supposto K C B).

Quindi D = J,;»( Fn € un sottoinsieme denso di K. Sia y € D\ {0}, allora
y € F,, per qualche n € N,. Siccome F,,_1 ¢ una 47" rete di K esiste yn—1 € Fp1
tale che ||y, — yn_1|| < 47 "F1. Tterando troviamo ¥,,yn_1, -+ ,¥y1,¥0 con y; € F; e
llyi — yi—1]| < 47! per ogni i < n. Notiamo che

y=yn =3 v =yt yo =3 27 (2 e —ween) + 2"

k=1 o k=1 0

& una combinazione convessa di 2¥(y, —yp_1) per k=1,--- ,n e yo = 0.
Inoltre, siccome [y — ye—1]| < 4751, si ha ||2%(yp — ye—1)| <2752
Notiamo che per ogni k > 1 si ha

2k(yk —yYp—1) € Ak = 2’“(Fk — Fj_1) insieme finito
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Inoltre Ay, C 27*+2B per quanto detto. Ponendo
A= ] A u{o}
k>1

si ha che ogni y € D si scrive come combinazione convessa di elementi di A.
Per concludere basta mostrare che A ¢ il supporto di una successione infinitesima:
per ogni € > 0, A\ €B ¢ finito in quanto

AeBC | 4= | A
2—k+2>¢ k<2—log, e

Dunque una qualsiasi enumerazione (2, )nen di A definisce una successione infinitesi-
ma tale che D C co({zn},cy) € quindi K = D C co({zn},,cp)- O

7.3 Topologie polari

Definizione 7.10 (Topologie polari).
Sia X banach e fissiamo & C £(X) dove ogni insieme ¢ limitato. La topologia
polare su X* associata a o/ ¢ la topologia di SVTLC associate alle (semi)norme

uniformi {||||OOA | A e d} A volte indichiamo la topologia associata a &7 con 7.
Esempio 7.11.
Se o = P4 (X) allora la topologia polare associata ¢ la debole* o(X*, X)

Esempio 7.12.
Se o = J# & l'insieme dei compatti di X allora la topologia polare associata ¢ la
topologia di convergenza uniforme sui compatti.

Osservazione 7.13.
Per il teorema di Dieudonne (7.9) la topologia di convergenza uniforme sui compatti
¢ anche la topologia polare associata a

) ={K CX|Ve>0K\eBe Pp,(X)},
cioe gli insiemi che si accumulano al pit in 0.

Esempio 7.14.
Se @/ = Z ¢ l'insieme dei sottoinsiemi limitati troviamo la norma duale (H'HOO,BX =

115,

Osservazione 7.15.
Si puo sempre assumere che f sia una famiglia di insiemi assolutamente convessi in
quanto

||f||oo7A - ||fHoo,assc0(A) :

Osservazione 7.16 (Perché si chiama topologia polare?).
Fissiamo una famiglia 7. Ricordiamo che per ogni A € &7 si ha

A ={fe X" | [(f,2)| < 1Ve e A} = B(0,1, [l )-
Senza perdita di generalita supponiamo che o/ soddisfi
l.VAe S eVt>0,tAc &
2. VA,Be o/, 3C € &/ taleche C D AUB

Allora la famiglia {AO}AEQ{, cioe le palle unitarie delle norme |||, 4 ¢ una base di
intorni di 0 per la topologia polare associata a <7 .
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bw*gT%

7.3.1 Topologia bounded-weak-star e Krein-Smulian

Definizione 7.17 (Topologia limitata-debole*).

Se (X, ]|-||) banach, la topologia bounded weak* (abbreviata bw*) su X* & la topo-
logia limite topologico di X,, = (nBx~,w*). Ciog, un insieme A C X* ¢ aperto in
questa topologia se e solo se per ogni n, A, NnBx- ¢ aperto nella topologia w*.

Osservazione 7.18.
Prendere palle chiuse o aperte, cambiare successione di raggi (purché tenda a +00) o
cambiare il centro delle palle non cambia la topologia bw*.

Osservazione 7.19.
bw* & invariante per traslazioni, cioe A € bw* <= A + vy € bw* per un qualsiasi
v € X.

Teorema 7.20.
La topologia bw* ¢é la topologia della convergenza uniforme su compatti Ty .

Dimostrazione.
Abbiamo notato che bw* ¢ invariante per traslazioni, quindi basta mostrare che le
due topologie hanno gli stessi intorni di 0.

Una base di intorni di 0 per 7+ ¢

{A° | Ae )} dove Ky ={K CX|Ve>0K\eBE€E P,(X)}.

Per ogni A € #; vogliamo mostrare che A° & aperto per bw*, cioé per ogni n > 1
chiediamo che sia aperta l'intersezione

0 0
1
A°NnBx- =ANnB% = A°N <1BX> = (Au BX> =
n n

(o) n) -
(102, e

Poiché A € %, si ha che A\ 1Bx & finito, quindi (A \ %BX)O ¢ un intorno di 0 in
w* e quindi A° NnBx- & effettivamente w*-aperto.

Sia U un intorno aperto di 0 per bw*. Vogliamo costruire un insieme A € J#j tale che
A’ CU.
Costruiamo per induzione una successione (A,,) di insiemi finiti tali che

1. (A)°NnBx- CU

2. App1 C A, U LBy

Poiché U & aperto in bw* esiste A; finito tale che AY N By« C UN Bx- C U,

infatti gli insiemi A9 N Bx~ sono base di intorni nella topologia indotta dalla bw*
su Bx~« e chiaramente U N Bx- € un aperto per questa topologia.
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Supponiamo di aver costruito Ay, --- , A, finiti con le due proprieta. Costruiamo
AnJrl:
) =A° "nBx-NU°N (n+1)Bx- =
[ —

tecnicamente superflua

0
:A%ﬁn( U {x}) NU°N(n+1)Bx: =

rE€Bx

=4%n ( N {z}o> NU°N (n+1)Bx- =

xEBx

=N (Anu {%})OH(UCQ(R—F 1)Bx-).

xEBx
Questa ¢ una intersezione di insiemi w* chiusi e limitati: U¢ & bw* chiuso perché
U aperto in bw*, Bx~ & w*-chiuso perché e la palla chiusa, quindi I'intersezione
& w* chiusa perché U N Bx« € un aperto w* in Bx-. Ogni (An U {%})0 e w*
chiuso per (5.33).
Per Banach-Alaoglu (7.1) questa intersezione ¢ w*-compatta e quindi esiste J,, C
Bx finito tale che

0= (Anu{%})omUcm(nJrnBX* -

zeJy

0
1
= (An u Jn> NU°N(n+1)Bx-
n

Poniamo A, 11 = A, U %Jn. Verifichiamo le due condizioni
1. ®:A9L+1 ﬂUCﬂ(TL-f—].)Bx* = A’IOL-’rl ﬂ(n-l—].)Bx* CcU
2. A1 C AU %BX perché J, C Bx

Sia A = |J A,. La condizione 2. garantisce che A si puo accumulare solo in 0, inoltre

per ogni n
A°CAY
A’NnBx- C AYNnBx-CU

quindi prendendo 1'unione al variare di n, A° C U.

Osservazione 7.21.
bw* & una topologia di SVT

Teorema 7.22.

Si ha che (X*, 70 )" = (X*,w*)*.

Dimostrazione.

Poiché 7 = bw* ¢ piu fine di w* abbiamo immediatamente (X*,w*)* C (X*, 7.0 )*.
Sia ¢ : X* — K lineare e 7 -continua. Vogliamo mostrare che sia una valutazione.

La continuita per 7. significa:

3K C X compatto te. |{g, £)] < [1F]lc i

in quanto 2 & gia chiuso per omotetie, intersezioni e unioni finite.
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Inoltre senza perdita di generalita possiamo considerare K € g, cioe K =
{zn}, > con z,, = 0. Dunque

(o, f)] < I}ng())(|<faxn>|

dove al posto di sup usiamo max perché |(f,x,)| & una successione infinitesima di
reali non negativi.
E quindi ben definito un operatore lineare e continuo

X* — Co

foo—= ({f;zn))n>0

la continuita vale perché ||T f|| = max,>o [(f, Zn)| < (max ||z, |) || f|| dove max ||z, ||
¢ ben definito perché x,, — 0.

Inoltre la disuguaglianza |{¢, )| < max,>o|(f, zn)| garantisce che kerT' C ker ¢,
quindi abbiamo una fattorizzazione

T:

X* f K
Tl *”;
IK)() Q Co

Notiamo che ¢ & continua perché se y = T'f allora
B = le, F)l < max (£, 2| = loll,, = 160 <1

Per Hahn-Banach (3.4) ¢ si estende a tutto ¢y con la stessa norma, ma i funzionali
continui su ¢q sono quelli della forma (2;)i>0 = Y ;5o Ai®i Per (A;)i>o0 € £1.
Quindi esiste A € ¢; tale che per ogni f € X* si ha

<@af>::<¢/Tf>::§E:An<f’xn>::<fa§E:Anxn>

n>0 n>0

dove 'ultimo passaggio ¢ valido perché la serie ¢ assolutamente convergente e f &
continua.

In conclusione, v = Y, ., An2, € X rappresenta ¢, cioe (¢, f) = (f,u) e questo
conclude. B O

Teorema 7.23 (Krein-Smulian).
Sia (X, |I]]) spazio di Banach, C C X* convesso, allora C' & w*-chiuso se e solo se
per ognin € N si ha C NnBx~ € w*-chiuso.

Dimostrazione.

La seconda condizione & equivalente a C chiuso in bw* = 7, (7.20) e questa topo-
logia ha lo stesso duale della w* (7.22) e questo conclude per il teorema di Hanh-
Banach/separazione dei convessi (3.26). O

7.4 Compattezza per la topologia debole

7.4.1 Varie nozioni di compattezza

Definizione 7.24 (Numerabile compattezza).
X spazio topologico ¢ numerabilmente compatto (abbreviato NC) se vale una
delle sequenti equivalenti condizioni:
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e per ogni S C X infinito ha punti di w-accumulazione, cioe esiste x € X tale che
per ogni U intorno di z si ha |[U N S| > Ny, ovvero

(1 S\F#0

Fegfin(s)
e Per ogni (F,,) successione di chiusi in X non vuoti decrescenti per inclusione si
ha N F, # 0.

e Per ogni ricoprimento aperto {U, } numerabile di X esiste un sottoricoprimento
finito.

A C X ¢ relativamente numebrabilmente compatto (abbreviato RNC) se vale
una delle seguenti

e Ogni S C A infinito ha punti di w-accumulazione in X
e Ogni (a,) C A successione ha punti di accumulazione in X.

Definizione 7.25 (Sequenzialmente compatto).
X spazio topologico ¢ sequenzialmente compatto (abbreviato SC) se per ogni
() successione in X esiste una sottosuccessione convergente.

A C X & relativamente sequenzialmente compatto (abbreviato RSC) se ogni
successione in A ha una sottosuccessione convergente in X.

Proposizione 7.26.
Se A C X spazi topologici allora valgono le sequenti implicazioni:

NC / \RSC’
\R

C SC

N\
-~

NC

dove la barra sopra la sigla significa che chiediamo che A in X abbia la proprietd.

Esempio 7.27 (Compatto T» non implica sequenzialmente compatto).
Sia 2 = {0, 1} spazio topologico discreto, X = 22" = {f: 2¥ 5 {0,1}} = 2(2(N)).
La mappa di valutazione

MWxN — 2

(fin) +— [fn)

definisce in modo canonico una successione val : N — 22" Questa successione non
ha estratte convergenti, infatti convergenza in uno spazio con la topologia prodot-
to significa convergenza puntuale, quindi se ny € una ipotetica successione crescen-
te di naturali che definisce la sottosuccessione allora per ogni f € 2 si dovrebbe
avere valy, (f) = f(ng) convergente (in 2 = {0,1} con la topologia discreta), cioe
f(ng) definitivamente costante, ma questo non & possibile perché per ogni fissata
sottosuccessione val,, possiamo considerare una funzione tale che f(ng) =k mod 2.

Esercizio 7.28 (Sequenzialmente compatto non implica compatto).
Sia X = w; = [0,w;) = {ordinali numerabili} con la topologia dell’ordine (quella che
ha per base gli intervalli aperti).
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Notiamo che w; € SC, infatti ogni successione ha una sottosuccessione monotona
(vero in ogni insieme totalmente ordinato) e questa successione converge: se ¢ decre-
scente e stazionaria per definizione di buon ordine, se € crescente allora converge al
suo estremo superiore, che sta in wy.

Eppure X non ¢ compatto perché ¢ unione degli intervalli aperti (J,c x[0, a), che
non ha sottoricoprimenti finiti.

Esercizio 7.29 (SC # NC, e quindi in particolare RSC % NO).
Sia X = (w+1) X (w1 +1)\{(w,w1)} = [0, w1] x[0,w1]\{(w,w1)} esia A = (w+1)xwy =
[0, w] x [0,w1)

A & SC perché lo sono w + 1 e wy, inoltre A = X perché i punti (a,w;) sono
di accumulazione. Notiamo pero che X non ¢ NC infatti 'insieme B C X dato da
B = w x {w1} non ha punti di accumulazione in X (& isomorfo a w e I'unico punto di
accumulazione sarebbe 1’angolino (w,w;) che X non ha per costruzione).

Questi esempi mostrano che in generale

C NO/SC’\
\ NC NO RSC

C
\ RNC /
Osservazione 7.30.

Se ACX, f: X =Y continua e A ¢ RNC allora f(4) CY & RNC.

7.4.2 Eberlein-Smulian

Osservazione 7.31.

Se A ¢ RNC in (X, w) allora ¢ limitato, infatti basta mostrare che per ogni f € X*
si ha f(A) limitato, che & vero perché f(A) C K & RNC ma in R™ questo implica
limitato.

Teorema 7.32 (Eberlein-Smulian).
Sia E spazio di Banach e A C E. Rispetto alla topologia debole di E sono equivalenti

1. A" ¢ numerabilmente compatta
2. A ¢ relativamente numerabilmente compatto
3. A" ¢ sequenzialmente compatta
. A ¢ relativamente sequenzialmente compatto
A ¢ relati t al t tt
5. A" ¢ compatto

Dimostrazione.
Basta mostrare le implicazioni in blu




RNC = RSC ‘ Sia (an) C A, dobbiamo mostrare che (a,) ha una sottosuccessione w-convergente in

RSC = C

E. Sia
V = Span({antoen) € B,

in particolare V' & un sottospazio vettoriale chiuso e separabile, quindi V* ha una palla
unitaria w*-separabile?. Sia D C V* numerabile e denso. Con argomento diagonale
troviamo una sottosuccessione di (a,,) (che continuiamo a chiare (a,,)) tale che (f, a,)
converge per ogni f € D.

Sia aoo € F un punto di accumulazione di (a,) C A (stiamo assumendo A RNC).
Allora per ogni f € D, (f, a~) € punto di accumulazione della successione convergente
(f,an), quindi (f,an) € il limite (R & Hausdorff).

Affermo che cio vale per ogni f € V*: se non fosse cosi esisterebbe g € V* tale che
(g9,an) # {g,ac0), ma allora estraendo una sottosuccessione esisterebbe una sottosuc-
cessione tale che (g, an, ) converge ad un limite diverso da (g, aco). Se b € E & di w-
accumulazione per (ay, ) si trova come prima che per ogni f € D, (f,an,) — (f, bs),
ma essendo (a,, ) una sottosuccessione di quella di prima (f, an,) = (f, @e0). Eppure
(g, an,) = {g,bo0) # (9, a00) € questo & assurdo perché D & w*-denso.

Dunque (f,a,) — (f, aco) per ogni f € V*, quindi (f,a,) = (f, aso) per ogni f € E*
in quanto f I, € V*. Questo significa esattamente che a, — a. nella topologia
debole, come volevamo.

Mostriamo che la chiusura o(E**, E*) di A in E** & in realtd contenuta in E. Se
questo ¢ vero allora questa ¢ anche la chiusura in o(E, E*) e quindi ¢ compatta per
Banach-Alaoglu (7.1) infatti

E __p**

ACECE*™ « A A NE.

Sia n € A7 EED e mostriamo che n € E. Quello che faremo ¢ mostrare che
kern C E* & o(E*, E)-chiuso®.

Per Krein-Smulian (7.23) basta vedere che kern N Bp~(0,1) & w*-chiuso (e quindi per
omotetia ker n N B(0, R) chiuso e per Krein-Smulian questo mostra che ker n stesso
chiuso).

*

Sia go € ker N Bg- e mostriamo che gy € kern, ciod (1, go) = 0 (chiaramente go
sta nella palla). Partendo da gg costruiamo due successioni a,, € A e g, € kernN Bp=«

in modo che
<gi7an> - <777.g7,> < %
|<gn7a'i>_<g()aai>|<% vVi<i<n

Questo si puo fare per induzione: definiti g1, -+ ,g,_1 esiste a, verificante la pri-
ma condizione perché quella condizione definisce un intorno di 7 per la topologia
o(E**, E*), che quindi interseca A in quanto n appartiene alla chiusura di A. Definiti
ay,--- ,an esiste g, che verifica la seconda condizione perché quelle disuguaglianze
definiscono un intorno di go nella topologia o(E, E*) e questo interseca kern N Bg-.

2Per Banach-Alaoglu (7.1) By+ & w*-compatta, ma chiaramente ¢ anche metrizzabile perché V &
separabile (6.2), quindi By« & separabile.

Alternativamente basta seguire la dimostrazione V* separabile implica V' separabile ma partendo
da V e notare che gli stessi passi portano a mostrare che V* & debolmente*-separabile (vedi nota a
margine nella dimostrazione di 3. in (6.2)).

3forma lineare & continua se e solo se nucleo & chiuso (2.32) e mostrare che 1 & w*-continua ¢& la
stessa cosa di dire che 1 & una valutazione per definizione di topologia debole*.
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NC = SC

Poiché (1, g,) = 0 per ogni n > 1 vale

(90, an) — (n,90) = o(1)  prima condizione per i = 0
(gi, an) = o(1) prima condizione per ¢ > 0
(gn,ai) — (9o, a;) = o(1) seconda condizione
Poiché A ¢ RSC, a meno di sottosuccessione, a, — as € E debolmente. La succes-

sione (gn, a;) — {go,a;) per ogni i < co per la terza equazione, invece per la seconda
si ha (g;, ax) = 0, in particolare converge.

Per Banach-Alaoglu (7.1) e I'implicazione RSC = RNC la successione (g, )n C Bg~
ha un punto di w*-accumulazione g.,. Per ogni ¢ (anche oo) si ha che (g, a;) &
un punto di accumulazione per ((gn,a;))n, € quindi (goo,a;) & il limite di questa
successione.

Facendo il limite per n — oo nelle disguguaglianze precedenti troviamo

(90, oo) = (1, 90)
<gi7aoo> =0
(goor i) = (go, ai)

Ora facciamo tendere i — 0o e troviamo

<QOaaoo> = <77a90>
<goo>aoo> =0
(goo» o) = (90, Goo)
(M, 90) = (90s o) = (oo, Aoc) =0

ovvero gg € kern come volevamo.

Per un chiuso NC = RNC e similmente SC = RSC, quindi la freccia RNC =
RSC conclude.

O
Riassumendo:
e Su X*

— Banach-Alaoglu: Bx- ¢ w*-compatta

— Se X & separabile allora (Bx«,w*) & metrizzabile, quindi & anche sequen-
zialmente compatta. (Mostrato indipendentemente tramite Ascoli-Arzeld).

e SuX

1. Dieudonné: i compatti (norma) K sono contenuti in co(zy) per z, — 0

2. Eberlein-Smulian: compatti per debole.
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Capitolo 8

Funzioni regolari e funzioni a
supporto compatto

Sia € aperto di R™ non vuoto.

Notazione 8.1.
Sia k(2) = {K C Q| K compatto}.

Definizione 8.2 (Spazio di Fréchet).
Uno spazio topologico ¢ di Fréchet se ¢ SVTLC, metrizzabile e completo.

8.1 Funzioni regolari

Definizione 8.3 (Funzioni continue).
Definiamo I'insieme delle funzioni continue su ) come

C%Q) = {f: Q — R | continue}

Proposizione 8.4.
Linsieme C°(Q) munito della topologia indotta dalle seminorme uniformi

{H~HOO,K}K€,€(Q>

e uno spazio di Fréchet.

Dimostrazione.
In quanto topologia indotta da seminorme abbiamo che C°(£2) & uno SVTLC.

Se (Kj)jen ¢ una successione di compatti tale che K; C int(K;+1) e @ = U5 K;
allora le seminorme {||||OO K,-} topologizzano C°(Q). Quindi per esempio possiamo

considerare K; = {z € Q| dist(z,Q°) <277} N B(0, ) e definire la distanza come

d(f,9) =Y 2 7 arctan(||f — gl x,)-
j=0
(fn) € C°(Q) & di Cauchy se per ogni j si ha (f"|K)" di Cauchy in C°(Kj}), quindi

frn converge uniformemente su K; e il limite ¢ una funzione f € C°(2) (definiamo
puntualmente a priori ma & una convergenza uniforme su compatti quindi il limite &
una funzione continua).
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Notazione 8.5.
Sia o= (aq, - ,ap) € N" e f e C™(Q), allora

o B 804,” aal
= e ma

Chiamiamo n la lunghezza di a e |o| = Y[, «; il peso o grado di o.

Osservazione 8.6.
Per il teorema di Schwarz non importa ’ordine delle derivate sopra.

Definizione 8.7 (Spazio C™(Q)).
Poniamo

C™(Q)={f: Q>R |Vatecla| <m, 0°f e CQ)}.

Proposizione 8.8.
L’insieme C™(Q) con la topologia indotta dalle seminorme

/]

considerate al variare di || <m e K € k(Q) é uno spazio di Fréchet.

a,00,K = ||aafHoo7K

Dimostrazione.
Equivalente possiamo considerare le norme {pp, i} jcj(q) date da

p?n,K(f) = max ||6af||oo K
o] <m ’

La metrizzabilita segue come prima.

Per la complettezza basta usare il teorema di limite sotto il segno di derivata: Se
(fn) € C™(Q) & di Cauchy, cioe |a] < m e VK € k(Q) si ha 0° f; di Cauchy in C°(£2),
allora per ogni |a| < m si ha convergenza uniforme sui compatti

aafj — Ja

per qualche g, € C°(2). Si conclude (per induzione su m) che f = lim f; & di classe
C™ e che 0%f = gq.- O

Osservazione 8.9.
C™(€) ha la topologia iniziale data dalle mappe

cm(Q) — CU(K)
Foom=

al variare di K € k(Q) e |a] < m.

Definizione 8.10 (Spazio C*°(f2)).
Definiamo

CceQ) = () C™(9).

Osservazione 8.11.

Anche C*°(Q) ¢ di Fréchet.
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Osservazione 8.12.
I limitati di C'*°(€2) sono relativamente compatti.

Dimostrazione.
Se A C C*°(9) ¢ limitato allora per ogni K € k(2) e per ogni m € N si ha che

sup pm+1.x(f) < C(m,K) € R,
feA

quindi le derivate delle 9% f per f € A sono limitate uniformemente su K. Questo in
particolare vale per K compatto convesso, quindi le 9 f sono equilipschitz (teorema
del valor medio).

Allora per Ascoli-Arzeld abbiamo che {9%f} & un compatto in CY(K). Dunque
(argomento diagonale) ogni successione (f;) C A ha una sottosuccessione convergente
uniformemente sui compatti e quindi in C*°(2). O

Osservazione 8.13.
Nel caso di C™(Q2) si ha che i limitati di C™*1(Q) € C™ () sono relativamente
compatti in C™(Q).

8.2 Funzioni a supporto compatto

Definizione 8.14 (Funzioni a supporto compatto).
Definiamo

Ce(Q) = U Ck, Ckx ={f€C’(R") |suppfC K}
Kek(R)

Analogamente (anche per m = o)

cr@=crnci)= |J g, Cr=Cm"(Q)NnCk.
Kek(f)

Osservazione 8.15.
C2(£2) & denso in CY(Q) e similmente per ordini pilt alti.

Poiché questi spazi sono definiti in modo naturale come unione, la topologia na-
turale su CZ(Q) ¢ la piu fine topologia di SVT che renda continue le inclusioni
CR — CE(Q), dove CF ha la topologia indotta da C™(€2).

8.2.1 Lo spazio C¢

Sia X, = {z € R" | z; = 0 Vi > n} 2 R" e consideriamo questo spazio con la (unica')
topologia di SVT Tj, cioe la topologia euclidea. Sia X,, — X, 1 Iinclusione.
Poniamo

Co=R¥ = UXn, R"={zeRY |z; =0Vi>n}.
n>0

Osservazione 8.16.

Qualunque topologia di SVT su C¢ rende continue le inclusioni, perché induce su
X, una topologia che non & piu fine di quella euclidea. Quindi la topologia di limite
induttivo su C¢ ¢ la piu fine topologia di SVT.

lequivalenza delle norme
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Osservazione 8.17.
Questa topologia & localmente convessa perché lo sono le topologie sugli X,,.

Osservazione 8.18.
La topologia limite su C¢ deve essere quella indotta da TUTTE le seminorme su C¢

Notazione 8.19.
e; € C¢ ¢ la successione identicamente nulla eccetto nell’indice ¢ dove vale 1.

Osservazione 8.20.
Se p: Cc — [0,00) & una seminorma e = € C¢ (che scriviamo « = Y7 | z;¢;) allora

n n
plz) =p <Z xiez) <> |wilples)
i=0 i=0
dunque ogni seminorma € maggiorata da una seminorma della forma
pa(z) =Y Al
i>0
per qualche \ € [0, 00)N.

Corollario 8.21.
La famiglia {p/\}/\e[o,oo)N e una famiglia di seminorme che topologizza Cc .

Osservazione 8.22.
Cc & completo sequenzialmente.

Dimostrazione.

Ogni successione di Cauchy e limitata quindi, poiché gli X,, sono chiusi negli X,

si ha per (A.17) che la successione ¢ contenuta in qualche X, e gli X,, sono completi.
O

Osservazione 8.23.
C¢ non e metrizzabile, quindi in particolare non ¢ di Fréchet.

Dimostrazione.

Supponiamo per assurdo che C¢ sia metrizzabile. La famiglia {Cco \ Xy}, oy € nu-
mebrabile e di aperti densi in spazio metrico completo C (densi perché sottospazi
hanno parte interna vuota), quindi per il teorema di Baire (4.17)

Co=(Cc\ Xn=0=0,

che ¢ assurdo. O

Osservazione 8.24.
Ogni forma lineare su C¢ & continua (perché continua quando ristretta a R™), quindi

(Ce)* =RY
in quanto una forma lineare e identificata dai valori che assume su una base.
Esercizio 8.25.

11 duale di RN con la topologia prodotto delle topologie di seminorme {||'||DO’[O7”}} .

& Cc, infatti la topologia prodotto & o(RY, C¢).
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Esercizio 8.26.
Proviamo che la topologia di C¢ come limite induttivo stretto di SVT coincide con
la topologia limite topologico 7.

Dimostrazione.
In questa topologia A C C¢ € aperto se e solo se per ogni n si ha AN X, aperto di
X,,. In particolare tale A & aperto nella topologia LF di C¢.

Dalla definizione ¢ evidente che LF ¢ invariante per traslazioni quindi per vedere
che le due topologie coincidono basta vedere che ogni intorno di 0 in 7, contiene un
intorno di 0 di LF'

Vogliamo? definire una successione ()\;) € Ry tale che {py <1} C V, cio¢ per
ognin € N e ogni x = Z;ZOI zie; € X, C Cc, se Z?;Ol i lzi| <1 allorax € V.

Definiti Mg, -+, A\,_1 con questa proprieta allora per ogni s > 0 consideriamo

n—1
Ks:{xeX”Z)\im+s|xn|§1}\V.

=0

Ogni K, & un compatto di X,,, inoltre s — X, & decrescente per inclusione (s pil
grade & un vincolo pil forte).

Notiamo che (., K = (), infatti se esistesse un elemento di questa intersezione
allora la coordinata z, sarebbe nulla, cioe x € X,_;, ma per il passo induttivo
abbiamo vuoto.

Dunque per compattezza esiste 5 > 0 tale che Kz = ). Definiamo A, = 5. O

Corollario 8.27.
Per ogni spazio topologico X, f : Co — X e continua se e solo se f|X continua.

n
Poiché su X, continua equivale a sequenzialmente continua, f € continua se e solo
se e sequenzialmente continua.

8.2.2 Lo spazio C2(Q)

Definizione 8.28 (Continue a supporto compatto).
Fissato © C R™ aperto consideriamo lo spazio C&(2) come limite induttivo stretto
degli spazi di Banach

Cx ={f:R" =R |supp f C K}
al variare di K € k(Q).

Osservazione 8.29.
Possiamo equivalentemente considerare il limite di C?(j con K; compatti, K; C
int(Kj+1> (§ UKJ = .

Osservazione 8.30.
C?(j ¢ chiuso in C’%Hl quindi per proprieta generali dei limiti induttivi stretti (A.17)

1. A limitato in CZ(2) se e solo se A ¢ contenuto e limitato in qualche C%
2. CY sono sottospazi chiusi di C2 ().

3. C2(£2) ¢ localmente convesso, sequenzialmente completo ma non metrizzabile
(di nuovo per Baire (4.17)).

2questo basta perché {py < 1} contiene un aperto.
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Esercizio 8.31.
La topologia LF di C2(2) ¢ STRETTAMENTE meno fine della topologia di limite
induttivo topologico.

Notazione 8.32.
Poniamo C%(Q); = {0 : @ — R, continue}.

Proposizione 8.33 (Costruzione di una famiglia di seminorme).
La famiglia {ps},ccoq), di seminorme date da

po(u) = oul  Vu e Ce(Q)

topologizza lo spazio CY ().

Dimostrazione.
Diamo alcune definizioni:
1
e Sia p(x) = dist(z,0°) + ||z||. Nota che {¢ < ¢} & compatto perché ¢ tende a

oo vicino ai bordi.
o Posto K; = {x € Q| |p(x) —i| <1} € k(Q) siha Q = J,~,int(K;) e K;NKj =
0 se |i —j] > 2. N

e Poniamo n; = (1—|¢(x) — j|)+, segue che n; € CL(R2),0 < n; < 1,suppn; C K;
e ijo n; = 1 in quanto, per ogni ¢,

S —ft—jl)s = 1.

Jj=0

Sia U aperto convesso di O in C%(€2). Vogliamo trovare o € C°(Q) tale che {p, < 1} C
U (cioe la topologia indotta da {p,} & piu fine della LF).

Per j > 0 sia §; = inf{||u||OO | ue C?(j \ U}7 che ¢ strettamente positiva (in

quanto U N CY. & intorno di 0 in C?(j) e contiene la palla

{Hu”oo <4, u€ C(I)(j}.

Definiamo p € C°(2)+ come segue: sia £; il minimo di {2_j_25j,1, 279714, 2_j5j+1}
e consideriamo la funzione
p=> e
Jj=0

questa funzione ¢ positiva, ¢ una combinazione convessa di tre degli €;. Sia o = %.

Notiamo ora che per ogni u € CZ(f2) tale che
u(z)] < p(z)

si ha v € U (cioe {||o(u)|, <1} C U), infatti se |u| < p allora per ogni i si ha
, 0
un; € C’Ki e

_ . — . . —i—1g.
i>0 i—1<j<i+1
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quindi |2i+1um’oo < 0; e siccome 27" lun; € C%. allora per la scelta di K; si ha

21y, € U. Allora
u = Zuni = 22%*1(2”%771-)
1 3
e dato che U ¢ convesso questo mostra u € U.

L’altra inclusione delle topologie deriva da: per ogni 7, C'?{j — C2 & continua
rispetto alla famiglia di seminorme {p,} e quindi questa topologia ¢ meno fine della
topologia limite. La continuita segue perché per ogni u € C% e ogni o € C°(Q); si
ha

Po(u) = lloull o < ol x 1l -

O

Osservazione 8.34.
Data f € C%(Q) possiamo considerare su C2 () 'operatore di moltiplicazione per f:

Ce(Q) — (G, )
U — fu

La topologia di C2(£2) (LF) coincide con la topologia debole della famiglia {My},
cioe € la topologia iniziale associata a questa famiglia.

8.2.3 Lo spazio D()

Definizione 8.35.
Poniamo

DQ)={feC>*()|3IK € k(Q) t.c. suppf C K}.

Osservazione 8.36.
Possiamo dare a D(2) la topologia di limite induttivo stretto degli C'%.

Osservazione 8.37.
Come prima, su CF questa ¢ la topologia indotta dalle seminorme {p,, },,~, con

pnz(f) = |a\g)§1 ||6 fHoo

che inducono topologia di SVTLC, metrico completo (cio¢ di Fréchet).

Osservazione 8.38.
A C D(Q) & limitato se e solo se & contenuto e limitato in C'.

Diamo una seconda descrizione della topologia di D(2) in termini di seminorme.

Definizione 8.39.
Dati o, pt : 2 — R4 continue definiamo la seminorma p,,, su D(£2) come

Pou(u) = max |o(z)0%u(z)| vueD(Q) = |J CF.
aonn Ker()
ol ()

Abbiamo buona definizione perché per ogni u in D(Q2) esiste K compatto tale che
u € C%, quindi il massimo ha senso in quanto basta considerare x € K al posto di
x e Q.

Definizione 8.40 (Funzione propria).
f: X — R funzione continua & propria se {f < ¢} & compatto in X.
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Osservazione 8.41 (Formula di Newton per derivate).

Vale l'identita 8
Bla) . a)) — a, 9B—a
0" (u - v) Z (a>8 ud” " %v

asp

BY _ Bi
(a n H (673 '
1<i<n
Proposizione 8.42.

La topologia LF' di D(Q2) é indotta dalle seminorme {ps . }.

dove

Dimostrazione.
Mostriamo che LF' & piu fine:
Se {pm } sono le seminorme date prima che topologizzano C% e u € C%® allora

pa,,u(u) S ||U||oo,K .pHu’”oo,K(u)

dunque le inclusioni C% in D(€) sono continue per le seminorme {p, ,}, ovvero per
ogni K & continua

(C?(Oa {pm}) — (D(Q)a {pa,u})
e quindi ¢ continua anche la mappa identita
(D(Q), LF) — (D(Q), {po,u})

per definizione di topologia limite induttivo.

Mostriamo ora che LF' & meno fine:
Sia ¢ : 2 — R di classe C* con ¢(z) > 0 per ogni x € Q e propria.
Definiamo a mano una partizione dell’unita:

e Definiamo K; = {z € Q| |p(x) —i| < 1} € k()

e Sia g : R — R ciclasse C* con 0 < g < 1, suppg C [-1,1], g(¢t) = g(-1),
g(t) +g(1 —1t) =1, cioe

Y gt—j)=1 vt>0
j=0
e Sia n;(z) = g(p(z) —1).

Nota che 0 < n; < 1, m; € C*, Zi21 ni(z) = 1 per ogni z € Q, suppn; C K, e
nin; =0 se [i — j| = 2.

Sia U un intorno di 0 convesso® in (D(2), LF), allora per ogni i > 0 si ha UNCR
¢ un intorno di 0 in % per definizione, quindi esistono m; € N e §; > 0 tali che

{f €CR | pm,(f) <6} CU.
Definiamo o, u € C°(Q) incollando i numeri &; e m; con la partizione di unita {n;}:
o (i = max);_j<1 m; = max {m;_1,mi, mit1}
o (x) =350 lin;

3sappiamo che LF & una topologia di SVTLC
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e quindi per ogni i > 0 si ha m; < minj;_;j<; £; = min {¢; 1, 4;,¢;11} e per ogni
z € K;

Y4 min #; ;| = min ¢; > m,.
=2 miz limjl<t Zm limjl<t © T
li—j|<1 i
o n; =2"""mip ()6
® &, =min;_j; n;
e Per ognii >0
n; > max {€;-1,€;, €41} -

—1

e Definiamo o(x) = (Zi>0 Eﬂ]i) .

e Per ogni x € K;

= § €N = E g;jnj < mﬁ§1€] <ny
Jj>0 l[i—j]<1

Dunque per ogni¢ > 0ez € K;

w(x) > m;, o(z) ! <ny

quindi
{f € D(Q) |po,u(f) < 1} cU

infatti se f appartiene a questo insieme allora per ogni i > 0 la funzione 2/ 1y, f
appartiene a Cf e ha seminorma p,,, minore di d;, cio¢ per ogni 3 tale che |3| < m;
si ha

% i i 5 « a
‘36(2 +177if)| —9oi+l ‘aﬁ(mf)‘ :2+1 ( o8~ mo“f| <
a<f o
| I‘B\Smi( )
. al<m; <p(zx
<2ty <§) P (i) { o ( ‘r?gél |5af|> o(z)™ <
a<lp
. o’(;v)flgni
§2l+1+mL (,)71 pcr,u(f) O’((L’)il <

)-
§2i+1+m1 J(i)  pou(f) 27 o mbpmi(ni)_l(si:
:pmu(f)(si <1-9;.

Dunque se py,,(f) < 1, la funzione 21y, f & tale che
pm, (27 i f) <1
quindi, poiché CFE N {pm, < d;} C U, questo mostra che 27'n; f € U e quindi
= Z 2712 iy f)
i>0
¢ combinazione convessa finita di elementi di U e poiché abbiamo preso U convesso

questo conclude. O
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Esercizio 8.43.
La moltiplicazione (puntuale)

€ continua? Si.
Sono continue la moltiplicazioni

Cg(Q)XCg(Q) — Cg(Q) o Cc><Cc — CC 2
(f,9) —  fg (f,9) +— fg =

Solution.
Usare le seminorme e la caratterizzazione di continuita per le bilineari (4.32). O

8.3 Altre proprieta di D(Q2)

8.3.1 Spazi barilati

Definizione 8.44 (Botte e spazi barilati).
Una botte o barile in X SVTLC & un insieme

e assorbente
e assolutamente convesso
e chiuso.

Affermiamo che X & uno spazio botte / spazio barilato (barreled space) se ogni
barile ¢ un intorno di 0.

Osservazione 8.45.
Ogni spazio di Fréchet ¢ uno spazio botte.

Dimostrazione.

Riadatta dimostrazione di Banach-Steinhaus (4.27):

Se B C X botte allora X = |JnB in quanto assorbente. Per Baire (4.17) uno degli
nB (e quindi B) ha parte interna non vuota. Poiché

%(mt(B) —int(B)) C

si ha che B ¢ intorno di 0. O

(B-B)=B

N =

Osservazione 8.46.
Limiti induttivi di spazi barilati sono barilati.

Dimostrazione.

Sia X, = lim X, con X,, barilati. Sia B C X, botte. Allora per ogni n si ha BN X,
botte in X,, (assorbente, assolutamente convesso perché X,, sottospazio vettoriale,
chiuso perché X,, — X, continua). Allora B N X,, ¢ intorno di 0 per ogni n ed &
convesso, quindi B ¢ un intorno di 0 in X . O

Corollario 8.47.
Ogni LF-spazio (limite induttivo di Fréchet) é barilato. In particolare anche D(2).
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8.3.2 Spazi Bornologici

Definizione 8.48 (Spazi Bornologici).
Un insieme B C X SVT si dice Bornofago se assorbe ogni insieme limitato.

X SVTLC ¢ Bornologico se ogni sottoinsieme (assolutamente)convesso* e bornofago
¢ un intorno di 0.

Proposizione 8.49.
Se X ¢ SVT I-numerabile e C C X non ¢ un intorno di 0 allora C non ¢é assorbente.

Dimostrazione.
Se C non ¢ intorno di 0 allora esiste una successione (x,) con x, ¢ C per ogni n e
tale che z,, — 0.

Se p ¢ una paranorma per X (2.36) allora p(x,) — 0 a meno di estrarre una
sottosuccessione. Si pud quindi assumere p(z,) = o(1/n). Sia y, = nx, ¢ nC. Nota
che

p(yn) = p(nzy) < np(z,) = o(1)

quindi {y,} € limitato in quanto y, — 0 ma non & assorbito da C' per costruzione.
O

Corollario 8.50.
Ogni SVTLC I-numerabile é bornologico.

Fatto 8.51.
Ogni limite induttivo di spazi bornologici ¢ bornologico

Dimostrazione.

Se X, bornologici con limite X, allora sia B convesso e bornofago in X, allora
BN X, & ancora convesso. BN X,, & ancora bornofago perché ogni limitato in X, e
limitato in X, per continuita delle inclusioni. Quindi BN X, & intorno di 0 convesso
in X, e quindi B stesso e intorno di 0 convesso di X . O]

Corollario 8.52.
Ogni spazio LF ¢é bornologico e quindi in particolare anche D(S).

4chiedere assolutamente convesso o convesso & equivalente
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Capitolo 9

Distribuzioni

Definizione 9.1 (Distribuzione).

Fissato 2 C R™ aperto, una distribuzione ¢ una forma lineare e continua su D(2).
Lo spazio delle distribuzioni & dunque il duale topologico di D(R2), cioe D(2)*, che
pero in questo contesto viene spesso indicato D’(£2) per ragioni storiche.

Osservazione 9.2.
u : D(2) — R lineare ¢ una distribuzione SE ¢ continua, cioé se per ogni K € k() si
ha che

. (es)
u‘C?.CK —R

¢ continua, o equivalentemente se per ogni K € k() esistono m € N e C' > 0 tali che

|<uaf>| < Cpm(f) Ve C?(o

Definizione 9.3 (Ordine di una distribuzione).
Se m € N ¢ tale che per ogni K € k(Q2) esiste C' > 0 tale che

[(u, )] < Cpm(f) VfeCE.

si dice che u ha ordine minore o uguale a m. Se non esiste un tale m diciamo che
u ha ordine oo, mentre se esite allora ’ordine di u ¢ il minimo tale m. Indichiamo
Pordine di u con ord(u).

Osservazione 9.4.
Intuitivamente ’ordine ¢ “il massimo ordine di derivate” che puo apparire scrivendo
u esplicitamente.

Esempio 9.5.
La valutazione in un punto & una distribuzione di ordine 0. La valutazione della prima
derivata in un punto ¢ una distribuzione di ordine 1.

Osservazione 9.6.
Valgono:

e Per ogni K € k(Q) e per ogni f; — 0 in CFF vale (u, f;) = 0.
e Per ogni f; — 0 in D(Q), (u, f;) — 0.

e Per (8.42) esistono o, p tali che

[(uw, | <pou(f)  VfeDE)
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Definizione 9.7 (Integrabili su compatti).
Definiamo le funzioni integrabili su compatti L
che per ogni K € k() si ha uf,. € LY(K).

1

1oe(§2) come le funzioni u su  tali

Definizione 9.8 (Inclusione delle localmente integrabili nelle distribuzioni).
Definiamo
Llloc(Q) — D/(Q)

T, ., 7,00 — R
—

Proposizione 9.9.
La mappa T ¢é ben definita e iniettiva.

Dimostrazione.
L’integrale fQ fudx & ben definito perché f ha supporto compatto ed & continua
(quindi uf = u|Kf ¢ integrabile). T,, € continua su ogni C% perché

[(Tus £)1 < Nl 1o = ||| 2o (-
L’iniettivita & evidente perché se u # v in L}, allora esiste un insieme di misura non
negativa dove non coincidono, opportune mollificazioni della caratteristica di questo
insieme mostrano che T, # T,,. O

Esempio 9.10.
Le seguenti sono distribuzioni:

1. Valutazioni di derivate: Sia zg €  allora le seguenti mappe sono distribu-
zioni per ogni o
D) — R
[ — 0%f(xo)

in quanto [0% f(zo)| < pm(f) per m = |a.

1

2. Integrale contro u € L,

fissata: 'immagine di 7', cioe le mappe della forma

DY) — R
f — [, fudz

sono distribuzioni.

3. Se (z;) C Q con z; che esce da ogni compatto definitivamente (va verso il bordo)

allora
D(Q) — R

[ 200 ()

¢ una distribuzione (qualunque sia la successione degli c; € N™ che consideriamo,
tanto su ogni compatto la somma & finita).

Definizione 9.11 (Bracket di Iverson).
Il Bracket di Iverson per una condizione booleana ¢ su un insieme A ¢ la funzione
caratteristica di quella condizione, cioe

[] = X{zeAlp@)}-
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Definizione 9.12.
Dato Q2 C R™ aperto definiamo

O ={0:QxN"—[0,00), “localmente finita” }
cioe per ogni = € § esiste U intorno di = tale che per ogni y € U
{a € N" | 0(y,a) # 0} ¢ finito.

Osservazione 9.13.
Se 6 € © allora per ogni K € k() si ha che esiste N € N tale che per ogni z € K e
per ogni |a| > N vale 0(z,a) = 0.

Osservazione 9.14. _
Ogni 6 € © & maggiorato da una 6 della forma

0(z,a) = o(z)[la| < p(z)]
dove o, € C°(Q) 4 e [-] & il Bracket di Iverson,
p(x) = max{|a| | 0(z,a) # 0}
eccetera (vedi capitolo precedente).

Notazione 9.15.
Per ogni 6 € © e u € D(Q2) poniamo

[ullg = 116 - 0%u(®)ll oo cxenin

9.1 Estensioni e operazioni sulle distribuzioni

9.1.1 Estensioni

Possiamo considerare estensioni di operatori su D(2) a operatori su D’'(2) tramite le
inclusioni

D@) C C1(Q) C L}, CD'(Q)

dove come prima

Lioe(Q) — D'(Q)
T 5. DO — R

Osservazione 9.16.

Ponendo (Ty,, @) = [, updz, per ogni K € k() e p € C¥ si ha

(T )] < Cx g, dove Ci = /K fuldz = lully g I9llo = pole):

Esercizio 9.17.
La mappa lineare T : L}, (Q2) — D’(£2) & continua rispetto alle topologie

e Su L}OC(Q) consideriamo la topologia di spazio di Fréchet indotta dalle norme

{II

LE S ger@)
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e Su D'(£2) consideriamo la topologia debole o(D’(2), D(2)).

Dimostrazione.
T & continua per queste topologie se e solo se per ogni ¢ € D(Q) si ha che

Llloc(Q) — R

U — (Tu, )

¢ continua e questo ¢ vero se e solo se per ogni K € k(Q) esiste C tale che per u € CP®

(T o) < Cllully g = c/K | da

ma questo & vero perché

(T, )| =

/ updx
Q

S/K\UIdeISOIIOOZIIUIILK el -

O

Notazione 9.18.
Se non c’e pericolo di confusione consideriamo 7' come una inclusione e scriviamo
L. CD'(Q) e T, =u. Spesso si usa anche u(p) al posto di (T, p) = (u, ).

loc

Definizione 9.19 (Funzioni nulle al bordo).
Definiamo Cy(X) come

Co(X) = {f € C(X) | Jim f(z) =0 in X}

dove X = X U {oc} & la compattificazione di Alexandroff.

Proposizione 9.20 (Distribuzioni di ordine limitato si estendono a (C§*)*).
Le distribuzioni di ordine minore o uguale a m si estendono a funzionali lineari
continui su tutto

@) =0x@° Y = {fec™Q)|V]al <m, 9°f € CYQ)}.

Dimostrazione.
Se u € D'(Q) ha ordine < m allora & continua per la topologia indotta da C™ ()
(infatti per ogni K € k() esiste Ck tale che |u(¢)| < Cxpm(v)). Quindi si estende
per continuitd in modo unico a una forma lineare continua sulla chiusura (per la
topologia di C™), cioe CJ*(Q2) C C™(R™):

Fissiamo K € k(Q) e sia dist(K,Q°) = e. Sia ¢ funzione C* non negativa con
supporto contenuto in B(0,e/4) e tale che [ =1. Sia

Nn=¢*XK+5B-

Per costruzione n = 1 su K e = 0in Q\ K + $B. Quindi dato K € k(Q) esiste
n e Cx(Q) con0<n<len =1

Concludere mostrando che la chiusura in C™(Q) di CZ(Q) ¢ CJ*(©2) usando
I’approssimazione via convoluzioni e la moltiplicazione per 7. [
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9.1.2 Derivazione

Proposizione 9.21.

L’operatore 0; di derivazione su D(Q) si estende ad un operatore su D'(Q) nel senso
di sopra ponendo

D) — D)

O = =0 : —  —uod,

Dimostrazione.
Peru € C'(Q) e dju € C°(Q) siha che u e d;u appartengono a Lj, . Le distribuzioni

T, e Ty, sono legate dalla relazione data dall'integrazione per parti':

(T, i) = / u0;pdr = —/ Oiupdr = =Ty,
Q Q

cioe Ty, = =T, 0 0; (qui 0; ¢ inteso in senso classico).
Definendo quindi

D) — D)
82‘ :

U — —uo0;

abbiamo una estensione di 9; a D'(2). Il codominio ¢ effettivamente D’'(£2) perché
0; : D(2) — D(Q) ¢ lineare e continua, quindi —u o 9; & composizione di due mappe
lineari e continue. O

Osservazione 9.22.
Pit1 in generale ¢ definito 0% su D’'(Q) e vale (9%u, p) = (—1)!* (u, 0%¢).

Osservazione 9.23.
ord(0;u) < ord(u) + 1.
9.1.3 Moltiplicazione per funzione liscia

Notazione 9.24.
Definiamo £(Q2) = C*° ().

Osservazione 9.25.
Se f € £(Q) ¢ definito un operatore lineare

Osservazione 9.26.
My & continuo.

Dimostrazione.
A livello dei C¢¢ il supporto resta contenuto in K dopo la moltiplicazione e

P,k (M () =pm.x (f) = max 10%(fe)ll oo

= max Z (g) P for"Pyp

|| <m
Ba

IN

oo

S(2mpm,K(f))pm(§0)

i termini al bordo spariscono perché tutto ha supporto compatto.
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Osservazione 9.27.
Applicando T & definito un operatore di moltiplicazione sulle distribuzioni

D'y — D(Q)

My U —  fu

dove

(fu)(p) = u(ef).

9.2 Distribuzioni di ordine limitato come misure

Osservazione 9.28.
C’¢ una immersione isometrica

crQ) —  CHN
— (8a4p)\a|§m

dove N = # {a € N" | |a| < m} e Q & la compattificazione di Q a un punto.

Segue che CF*(2)* < (C3(Q)*)YN per Hahn-Banach (3.2).

Fatto 9.29.

Se u € D'(Q) con ord(u) < m, quindi tale che si estende a u € CF(Q)* (9.20),
allora grazie a CF'(Q)* < (CY(Q)*)N otteniamo che esistono N misure di Radon?
{ta}t|a)<m tali che

(o) = > /Q ediia = Y Ppadva

laj<m laf<m
con vy >0 elp <1.

Osservazione 9.30.
Queste misure non sono uniche perché abbiamo usato Hahn-Banach (3.2) per esten-
dere u da CJ*(2) a CY(Q)N.

Osservazione 9.31.
Le distribuzioni di ordine 0 sono misure di Radon, cioe

ord(u) =0 = u(p) = / wdp o misura relativa finita sui compatti.
Q

Fatto 9.32.
Ogni distribuzione positiva u € D' (), cioé tale che u(p) > 0 per ogni ¢ € D(Q) tale
che ¢ > 0 ha ordine 0.

Dimostrazione.
Per ogni K € k(Q) sian € C®°(Q2) con 0 <n <1 consuppn C Qen=1sukK.
Allora per ogni ¢ € Cf¥ vale

[l £e =0

infatti su un punto di K n =1 e quindi applico la definizione di [-|| ., mentre su un
punto che non appartiene a K abbiamo ¢ = 0 e quindi la disuguaglianza continua a
valere. Dunque

u(llelloe £ ) = el uln) +ulp) = 0
e quindi |u(p)| < u(n) ¢l = Crpo(yp), cioe u ha ordine 0. O

2boreliane, finite sui compatti, regolari da fuori sui Boreliani e regolari da dentro per gli aperti.
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9.3 Swuccessioni di distribuzioni

Proposizione 9.33.
Sta (u;) € D'(Q) una successione convergente puntualmente, cioé (u;(¢)) converge
in R per ogni p € D(Q). Allora il limite

u(p) = li;n u; ()

definisce una distribuzione u. Inoltre per ogni K € k(QQ) esiste Cx >0 e m € N tale
che per ogni 7 >0
luj (@) < Crpm(p) Vo€ CF.

Dimostrazione.

Sia K € k(2). Notiamo che Uj| o © una successione puntualmente limitata su C

(per ogni ¢ € CFF si ha |u;(p)| < E’@). Siccome C5P € uno spazio di Fréchet (e quindi

di Baire) per Banach-Steinhaus (4.27) la successione (u;| .. ) ¢ limitata in C, cioe

vale la disuguaglianza affermata. "
Allora questa stima vale anche per u limite puntuale, il quale ¢ anche ovviamente

lineare, quindi u € D’'(2). O

Corollario 9.34.
Se (v;) CD(Q) é una successione convergente in D() a ¢ allora
u;j(5) = ulyp)

Dimostrazione.
@; — ¢ implica che esiste K € k() tale che ¢; € CF e p; — ¢ in CF e ora
che sappiamo che tutte le funzioni hanno supporto nello stesso K possiamo usare la
disguguaglianza

uj ()| < Crpm(pj) =0

dove per l'ultimo limite ho supposto senza perdita di generalita ¢ = 0 (altrimenti
sostituisco ¢; con ¢; — ). O

9.4 Distribuzioni sono un fascio

Proposizione 9.35.
Il funtore D' : (Aperti di R™)°P — (SVTLC) definisce un fascio, cioé:

1. Per ogni aperto Q di R™ ¢ ben definito D' (Q).

2. Per ogni contenimento U C V C R"™ di aperti abbiamo una funzione di restri-
zione

pY :D'(V) = D'(U)
tale che pg =tidp ) ese U CV CW allora

pUopy = py -

3. Se Q aperto ammette un ricoprimento aperto {Q;} e u € D'(Q) allora pg (u) =
u; = 0 per ogni @ implica che u = 0.
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4. Se Q aperto ammette un ricoprimento aperto {§2;} e per ogni i abbiamo u; €

D'(2;) tali che
Q; _ S
Poinq; (u;) = Paing; (u;)
per ogni coppia i, j allora esiste u € D'(Q) tale che pg (u) = u;.

Dimostrazione.
Mostriamo le varie proprieta:

. Ovvio.
. Dati due aperti U C V C R"™ esiste una inclusione
pu)= |J cg—=pV)= |J C%
Kek(U) Kek(V)
e quindi un operatore di restrizione
Vo D'(V)— D(U).
Questo operatore chiaramente rispetta le due proprieta.

. Sia u € D(Q) tale che
ulg, = Pi, (1) = 0.

Per ogni ¢ in D(Q) esiste F' C T finito tale che K = supp¢ C |J
una partizione di unita {n;},_ . € D(?) tale che

icr 2;. Esiste inoltre

n; € D(Q an_lsuK
JEF

Allora f =3 p fnj e u(f) =3 ,cpu(fn;) = 0 in quanto ulg, = 0.

. Sia {£2;} un ricoprimento aperto di e per ogni ¢ abbiamo u; € D’();) tali che
Q o

PN, (ui) = PQijj (u;)

per ogni coppia %, j. Definiamo u(p) per ¢ € D(Q2) come segue:

Sia K € k(Q) tale che ¢ € OF e sia ' C [ finito tale che K C |J;cp ;. Siano
{nj}jcr € C>(Q) tali che suppn; € Q;, 0<n; <1le} ; pn; =1su K. Poniamo

= u;(en;)
jeF

Notiamo che ¢n; € D(€;) quindi ha senso valutare u; nel prodotto. La definizione
non dipende dalla famiglia {n;} in quanto se 7} ha le stesse proprieta allora

> uilen) =Y uy <Z wnm) = 3" wlpnmp) PE

JeEF JjEF i€l i,jE€F
= E Uq 59773771 E U 90771
i,jEF icF

Per costruzione u eredita la linearita e la continuita delle u;, quindi € un elemento di
D'(Q).
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O

Osservazione 9.36.

Si puo considerare piu in generale il fascio delle distribuzioni su una varieta C*° di
dimensione n, basta incollare i fasci di distribuzioni su un ricoprimento di aperti
omeomorfi a R™.

9.4.1 Distribuzioni a supporto compatto

Definizione 9.37 (Supporto di una distribuzione).
Fissiamo una distribuzione u € D'(£2). Sia Q il pit grande aperto tale che ul, =0.
0

11 chiuso 2\ g si dice supporto di u e si indica supp(u).

Osservazione 9.38.

Qo & ben definito in quanto & I'unione di tutti gli aperti dove w si restringe alla mappa

nulla: Poiché D’ & un fascio (9.35) e per definizione u|, hatutte le restizioni a U C Qo
0

aperto banali, ul, = 0.
0

Definizione 9.39 (Distribuzione a supporto compatto).
Se supp(u) & compatto, u si dice a supporto compatto. Scriviamo 'insieme delle
distribuzioni a supporto compatto con D¢ (€2).

Proposizione 9.40.
Se uw € DL(Q) e K € k() allora valgono le implicazioni dall’alto verso il basso

1. supp(u) C int(K).

2. FEsistono C >0 e m € N tali che per ogni ¢ € D(Q) si ha

[u(@)| < Cpm,x (),
cioé u € continua.
3. supp(u) C K.

Dimostrazione.
Mostriamo le due implicazioni

Siano supp(u) C int(K) e v € C*°(Q) con supp(y) C K e ¢ = 1 su un intorno U di
supp(u).
Allora per ogni ¢ € D(R2) si ha che (1 —9)p & nulla su U, quindi

{(1=9)p#0} CQ\U = supp((1 —¥)¢) = {(1 —)p #0} CQ\U

Segue che (1 — %)y e u hanno supporto disgiunto, dunque

0 =u((1=9)p) = ulp) - u(¥yp),
cioe per ogni ¢ € D(Q) si ha
u(p) = u(tep).

Per continuita di w come elemento di D’'(£2), poiché ¢y € CF, esistono m € N e
C > 0 tali che
[u(@)| = [u(®@)] < Cpm .k (Ve) < C'Pm x (#)
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dove l'ultima stima & un conto gia visto che usa la formula di Leibnitz?, quindi u &
continua per la topologia indotta* da £(Q) su D(Q).

Se per ogni ¢ € D(Q) vale |u(p)] < Cpm, k(@) allora in particolare vale se ¢ ha
supporto in \ K, ma in tal caso pm, k(p) = 0, ciod u & nulla su D(Q\ K) e quindi
il supporto & contenuto in K.

O

Corollario 9.41.
Le distribuzioni a supporto compatto in Q si possono identificare con gli elementi di®

E(Q) = (C= ()"

Dimostrazione.

Se u ha supporto compatto ¢ continua per la topologia indotta da £(Q) su D(Q)
e quindi per Hahn-Banach (3.2) si estende ad una forma lineare continua su tutto
E(Q). Questa estensione & in realtd unica perché D(Q) & denso in £(2). In questo
senso possiamo identificare £'(2) con D (§2) come spazi vettoriali. O

Osservazione 9.42.
Se u € D, () allora ha anche ordine finito per il punto 1. della proposizione sopra
(9.40).

Esempio 9.43 (Non vale 3. = 2. di (9.40)).
Sian =1, =R e consideriamo u € D’'(R) tale che

=Y 1 (¢(7)-¢0). veecom.

E>1

La serie & assolutamente convergente perché |o(1) — ¢(0)| < [|¢|l,, + per Lagrange e

1 1 1
S ile (7)) 00| < S | 1ol
E>1 k>1
Da questa scrittura si vede anche che u dipende da ¢ con continuita rispetto alla
norma ||Oe|| ..

Se ¢ ha supporto disgiunto da K = {0} U {%}IOO allora supp(u) C K (cioé vale
la condizione 3.). N

Eppure non vale la condizione 2. per K infatti per m € N sia ¢, una funzione
D(Q) tale che ¢, = 0 su un intorno di [0 ] € ¢m = 1 su un intorno di [, 1],
allora

1
? m+1
1 ) :
em\ 7 ) = Xtkzmys P (2)=0Vz e K, Vj>1
percio pm k (¢m) = |¢mllo =1 quindi

u(pm) = Z
k=1

I =

< 2mpm (w)pm,K (50)

P,k (V) = max [|0%(¢p)|[o = max
la|<m " alsm

Z (g) 0% PydPup

pa oo, K

4e quindi potremmo estendere u con Hahn-Banach (3.2).

51a topologia su £(2) & quella indotta dalle seminorme {pmaK}meN Kek(Q)
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cioe w non e limitata e quindi non esistono m, C' tali che

lu(¢)] < Cpm.x(p) Ve € D(R)

Esempio 9.44.
Se K & un singoletto {zo} per zp €  allora le implicazioni di (9.40) si possono
invertire: Se supp(u) = {zo} allora esistono m € N e costanti {ca}, <,, tali che per
ogni ¢ € D(Q)
u(p) = D cade(xo).
|| <m

Risulta ¢, = u (M)

(V) = X B a0 = ot - a0 o .
|Bl<m

Dimostrazione.
Senza perdita di generalita sia g = 0 e u € D'(Q) con supp(u) = {0}. Scegliamo

1 € C(R") con supp(n) € B(0,2) e n) ) =1
Definiamo
x
Ne(x) =1 (g) = swpp(ne) & B(0.2), Telpo.e) !
Quindi

0%n.(x) = e~ 1*lon (f) :
€
Per ogni ¢ € D(Q), n.p € D(Q) e (1 — n:)¢ ha supporto su 2\ B(0,¢), quindi la u
su annulla su questa funzione. Dunque per ogni € > 0

u(p) = u(neyp)

Mostriamo il seguente caso particolare: se ¢ € D(Q) & tale che 0%p(0) = 0 per ogni
|| < m per un qualche m allora u(p) = 0. In queste ipotesi si ha grazie alla continuita
di u su C% e al fatto che 1. € D(B(0,¢p)) per ogni € < &g che
»€0
(@)l = [u(nep)| < Copm,B(0.co) (M)
Si conclude che u(yp) = 0 osservando che

supp(ne)ZQB(O,E)

P, B(0,e0) (M=) Pm(nep) = o(1)

per € — 0, ciog n.¢ — 0 in C™(R™): poiché 0%n.(z) = e~ 1*10%n (£) si ha pp(n:) =
e ™pm(n). D’altra parte dalla formula di Taylor, poiché 9% (0) = 0 per ogni |a| < m,
si ha

(@) = O(jz™™),  [0%(x)| = O(Jz[™*I*)

per z — 0. Allora

Pm (1) < 2™ max 100508 | = O(e=mHPlem=181+1y — O(c)
m
B<a
z€B(0,2¢)

Quindi u(¢) = 0 per ogni ¢ € D(Q) con I%p(0) = 0 per |a| < m.
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Ora consideriamo ¢ qualunque. Dalla formula di Taylor

pla)= 3 000" +pla)

lo|<m

con p € D(Q) tale che 3%p(0) = 0 per ogni |a| < m. Mettendo tutto insieme abbiamo
finito perché u(p) =0 e

up)= Y Lead"(0)

la|<m
con ¢, = u(z®). O

Esercizio 9.45 (Convoluzione di una funzione C* a supp.cpt. e una distribuzione.).
Per ogni f € D(R™) & definita la mappa

ER™) — ERM)
¢ = fxe
Per ogni f € £(R™), la convoluzione induce una mappa.
DR™) — ER™)
Queste mappe sono continue e lineari. Restano definite le trasposte
E'(R™) — E'(R™), E'(R™) — D'(R™)

tali che u +— = wuo (f xe), cioe® u(g) = u(f * g).

Tenendo presente le proprieta della convoluzione questo fornisce una estensione
dell’operazione di convoluzione alle distribuzioni.

Cosa si pud dire sulla continuita dell’operazione (per esempio con (£',0(E',E)) e
(D',o(D',D)))?

8dove g appartiene a £(R™) nel primo caso e a D(R™) nel secondo.
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Capitolo 10

Operatori compatti fra
Banach

10.1 Definizioni

Definizione 10.1 (Mappa compatta).
Una mappa T : X — Y con X,Y spazi di Banach ¢ compatta se & continua e per
ogni S C X limitato, T'(S) ¢ relativamente compatto in Y, cioe T'(S) & compatto.

Osservazione 10.2.
Siccome Y & completo basta chiedere che T" mandi limitati in totalmente limitati.

Osservazione 10.3.

Se T ¢ lineare allora non serve imporre continuita in quanto un insieme totalmente
limitato & in particolare limitato. Inoltre basta controllare solo S = B(0,1) palla
chiusa.

Osservazione 10.4.
T € L(X,Y) & compatto se e solo se per ogni (x,) successione limitata in X, (Tzy)
ha una sottosuccessione convergente.

Proposizione 10.5.

Se X ¢ riflessivo allora T & compatto se e solo se per ogni successione (x,,) debolmente
convergente a 0 vale |Tx,|| — 0 in'Y, cioé¢ T ¢é sequenzialmente continuo per le
topologie (X,w) — (Y, s).

Dimostrazione.
Consideriamo prima il caso di X riflessivo e separabile.

Se T & compatto, (z,) — 0 = (Tz,) — 0 e (Tz,) ha sottosuccessione
convergente a 0 in quanto separabile (6.2), ma allora (T'z,,) stessa converge a 0 per
la proprieta di Urysohn (1.49).

Viceversa se T & sequenzialmente continuo da debole a forte e (x,,) & una succes-
sione limitata. Per il teorema di Kakutani (7.4) X riflessivo implica Bx w-compatta e
per Eberlein-Smulian (7.32) questo ¢ equivalente a Bx w-sequenzialmente compatta.
Poiché (z,,) € limitata essa & contenuta in qualche nByx e per quanto detto questo insie-
me & w-sequenzialmente compatto, quindi (z,) ammette una estratta w-convergente.
Per ipotesi su T, 'immagine di questa sottosuccessione & una sottosuccessione di

(T'z,) convergente.
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Se X ¢ riflessivo (potenzialmente non separabile) allora posso considerare il sot-
tospazio chiuso generato dalla successione (z,,) e questo e riflessivo separabile quindi
la tesi passa. O

Esercizio 10.6.
Se X e Y sono entrambi riflessivi, T & compatto se e solo se per ogni (z,) C X con

T, — 0 e per ogni (y*) C Y* con y¥ 27 0 vale (yr,Tay,) — 0.

Dimostrazione.
ESERCIZIO, caso particolare di quella sopra. O

Osservazione 10.7.
Nota che le ipotesi di riflessivita sono necessarie, per Y = £, e la successione data da
(en) la tesi fallisce.

Proposizione 10.8.
Se H ¢ spazio di Hilbert e (x,) C H allora essa converge ||| a € H se e solo se
Tn 2w e ||zl — ||z

Dimostrazione.
Sviluppiamo
2 2 2 2 2
|z — 2[” = llzall” — 2Re({z, 0)) + (2] = [|2]]” — 2 Re((z, 2)) + ||lz[|” = 0.
———
=(z,z)

O

Esercizio 10.9.
Esprimere la compattezza di T € L(X,Y) tra X, Y Hilbert usando la proprieta sopra.

Osservazione 10.10.
L’immagine di un operatore compatto & separabile.

Dimostrazione.
Imm(T) = {J,,5o nT(B) e T(B) separabile perché relativamente compatto in metrico’.
- O

10.2 Proprieta di Lo(X,Y)

Definizione 10.11.
Sia La(X,Y) lo spazio degli operatori compatti tra X, Y Banach.

Osservazione 10.12.
Lo(X,Y) & un sottospazio vettoriale chiuso di L(X,Y).

Proposizione 10.13.
Se X,Y,Z Banach e T € L(X,Y), S € L(Y,Z) allora ST € Lc(X, Z) se almeno uno
traT e S é compatto.

In particolare se X =Y = Z allora Lo(X) = Lo(X, X) € un ideale bilatero chiuso
dell’algebra di Banach?® L(X) degli operatori limitati su X .

1Per ogni n € N\ {0} possiamo costruire il ricoprimento {B(z,n~1)} ed estrarre un numero

z€T(B)
finito di centri di queste palle. Unendo questi insiemi di centri abbiamo una unione numerabile di
insiemi finiti, quindi numerabile, e la chiusura di questo insieme & tutto 7T(B) perché se una palla
ha raggio € > n~! deve contenere uno dei punti definiti al livello n.

2Spazio di Banach che & un’algebra tale che ||zy|| < ||z|| |||l e ||1]| = 1.
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Dimostrazione.
Mostriamo che Lo (X,Y) & uno spazio vettoriale chiuso con la proprieta di assorbi-
mento data:

Siano T, S € Lo(X,Y). Allora

poiché TBx e SBx sono compatti anche il loro prodotto lo &, e quindi anche I'im-
magine sotto + : ¥ x Y — Y. Dunque (T + S)(Bx) ¢ relativamente compatto in
Y.

AT & compatto perché AT (Bx) = T(ABx).
Sia T € Lo(X,Y). Per S € Lo(X,Y) si ha
TBx = (S+ (T* S))BX C SBx + (T* S)BX - S(Bx) + ||T* SHL(X,Y) By

dunque T'(Bx) & totalmente limitato in quanto per ogni € > 0 scegliamo S € Lo (X,Y)
con [|S =T (xy) < €/2. Poiché S(Bx) ¢ totalmente limitato esiste /' C S(Bx)
finito tale che S(Bx) C F + By, allora

T(Bx)C F+ 5By + By = F+<By

cioe e totalmente limitato per arbitrareita di €.
Notiamo che
T s
BX — T(Bx) — S(T(BX))

e ST(Bx) ¢ compatto perché ogni opertatore limitato manda limitati in limitati e
(relativamente) compatti in (relativamente) compatti.

O

Definizione 10.14 (Algebra di Calkin).
L’algebra di Calkin di X spazio di Banach & I’algebra quoziente

o) =)

10.3 Operatori compatti di rango finito

Definizione 10.15.
Dati X,Y Banach definiamo

Ly(X,Y)={T € L(X,Y) | mk(T) € N}

Osservazione 10.16.
Notiamo che L;(X,Y") & un sottospazio vettoriale di Lo (X,Y).

Dimostrazione.
Se T € L;(X,Y) allora manda limitati di X in limitati di Imm(7") =2 R" e i limitati
di R™ sono anche totalmente limitati. O

Osservazione 10.17.
In generale
Li(X,Y)C Ly(X,Y)C Le(X,Y)
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Esercizio 10.18.
Ly(X,Y)=L;(X,Y) se e solo se almeno uno tra X e Y ha dimensione finita.

Proposizione 10.19.
Gli operatori T € Ly(X,Y) sono quelli della forma

n

Tz = Z <aka (E> Yk

k=1
con oy, 0, € X5, Y1, Yy €Y.

Fatto 10.20.
Puo accadere che

L(X) = Ridx + L;(X)

Proposizione 10.21.
Se H é di Hilbert allora Ly(H) = Lc(H).

Dimostrazione.
Sia T € Lc(H). Sia (P,) una successione di proiettori ortogonali di rango finito tale
che

U Putn) =" ()

n>0

Per costruzione T,, = P,T € L;(H), mostriamo che T}, M> T. Poiché

ITa =T = sup |PTx—Tol = swp | Puy—yl = |[Pa—idufprs]|
llzlI<1 yeT(Br) #)lloo, T(B)H
si ha che questa convergenza in norma significa che PMW : TByg — H convege a
H
I:=idp| uniformemente su 7'(By).

T(Bm)

La successione (PnT‘ ) & una successione di mappe equilipschitz che converge

T(Br)
puntualmente all’identita:

12T < [|1Pall 1T < [T
~—
indip. da n

quindi per Ascoli-Arzeld abbiamo convergenza uniforme sui compatti e quindi in
particolare sul compatto T'(Bpy). O

Lemma 10.22.
Se T € L(X) per X Banach NON ¢é compatto allora esiste Y C X sottospazio chiuso
di dimensione infinita tale che T :' Y — TY ¢ invertibile.

Esercizio 10.23.
Se H ¢ di Hilbert

1. Le(H) @il piu piccolo ideale bilatero chiuso non nullo di L(H)

2. Se H ¢ separabile e infinito dimesionale (isomorfo ¢5) allora Lo(H) ¢ I'unico
ideale bilatero chiuso proprio

(0) € Lo(H) & L(H).
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Dimostrazione.
Mostriamo i due fatti

1. Sia I un ideale bilatero chiuso non nullo di L(H). Allora, scegliendo opportuni
elementi di L(H) con cui comporre un funzionale non nullo di I, I contiene ogni
operatore di rango 1

x = {o,x)y

e quindi (10.19) anche ogni operatore di rango finito, ma allora in quanto chiuso
contiene L¢(H) = Lo (H).

2. Poiché H ¢ Hilbert separabile, ogni sottospazio di H chiuso di dimensione in-
finita & isomorfo a H. Se T' € I \ Lo (H) allora per il lemma (10.22) esiste ¥
di dimensione infinita tale che T|Y invertibile, cioeé abbiamo isometrie U,V tali
che

gLy Ly Lom
restituendo VT'U € GL(H) e quindi I = (1).
O

Esempio 10.24 (Operatore integrale con nucleo k(z,y)).
Sia (M, d) metrico compatto e p misura di borel finita su M. Sia k € C°(M x M) e
definiamo

7. COM) — CO(M)
k- u — oz [y k(e y)uy)du(y)

Allora Ty @ lineare e continua: per ogni u € C°(M) e per ogni x € M

Tu(z)] < /M [F(z, y) [ u(y) duly) < (M) [[Ell o nrsenr 10llo e
quindi ||Tku||oo,M < (M) ||kHO<>,MxM [ullog,ps da cui

1Tl < (M) 1Kl oo, nr s -

Mostriamo ora che T} & compatto. Sia w un modulo di continuitda? per k, allora per
u € CO(M)

| Theu(e) — Thu(z)] < /M bz, y) — k(2 ) u(y) ] dp(y) < w(le =2 (M) ull o p

dunque Ty (B (0,1)) & una famiglia di funzioni equicontinue (con modulo di conti-
nuita p(M)w) ed equilimitate (da p(M) ||kl rrxar)s quindi & compatto per Ascoli-
Arzela.

Esercizio 10.25.
Sia (M, d) metrico compatto e yu misura di borel finita su M. Sia k € L?(M x M, 1)

e definiamo
L*(M) — L?(M)

u — x> [y k(s y)u(y)dup(y)

che & ben definito per Fubini. T} € un operatore compatto.

Tk:

Scioe |k(z,y) — k(z',y")| < w(lz — 2’| + |y — ¥'|). Esiste perché M & compatto e quindi k continua
implica k uniformemente continua per Heine-Cantor.

104



Dimostrazione.
TRACCIA: Vediamo T} come limite di operatori di rango finito Tk, . Precisamente
se {E;}, <, ¢ una partizione misurabile di M e k;, ¢ della forma

kn = E CiijEiXEj

1<i,j<n

allora k,, € L¢(L*(M)) e per scelte opportune delle partizioni e dei coefficienti delle
k, si ha che k, — k in L?. Conseguentemente Ty, — T} in norma degli operatori.

La scelta ottimale per ¢; ; fissato {E;} € la proiezione ortogonale di k sullo spazio
generato dalle x g, x g;, cioe

1
I (B n(E))

Per ogni u € L?(M) si ha

/ k(z,y)d(p @ ).
E; X E;

2 Cauchy-Schwarz

dp(x) <

it = [ | [ reutmant)

< [ ([ et an)) ([ 1w au) aute) =

= |||

2 2
2,MxM [|u |2,M

dunque T}, ha norma degli operatori limitata da ||k, ;. s, quindi anche la corri-

spondenza
L>(M x M) — L(L*(M))
k — Tk

¢ lineare e continua. O

Esempio 10.26 (Operatori diagonali su £5).
Sia u € £, e definiamo un operatore “diagonale” T; su ¢ ponendo per ogni x € {5

Tu(x) = (u(i)a(i)):
(cioé moltipliplichiamo le entrate corrispondenti tra x e u). Notiamo che
ITully < llull 121l

dunque T}, ha la norma degli operatori maggiorata da ||u|| . In realta ||T,| = |lu|
prendendo opportune approssimazioni.
Quindi abbiamo una inclusione isometrica

éoo — L(ég)

Quali u € ¢, danno luogo a T,, € Lc(42)?

Se u ha supporto finito allora T, ha rango finito e quindi in particolare ¢ un
operatore compatto. Essendo u — T, isometrica, considerando le chiusure si ha che
le u € ¢g producono T, € Lo (¢2). Questi sono tutti perché ¢5 € uno spazio di Hilbert:

{Tu | (IS Co} = Lc(£2) Nl

Teorema 10.27 (Shauder).
SeT € L(X,Y) allora T ¢é compatto se e solo se T* é compatto.
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Dimostrazione.
Diamo le due implicazioni

— | SiaT € Lo(X,Y) esia (zF) C T*(By+). Vogliamo mostrare che questa successione
: n g q
ha estratte convergenti. Si ha che x) = T™y* = y} o T per qualche successione
(y%) C By+. Come funzioni Y — K si ha che le y sono 1-Lipschitz quindi per Ascoli-
Arzeld hanno una sottosuccessione uniformemente convergente sul compatto T'(Bx)
(e quindi di Cauchy), cioe z} =y o T & di Cauchy in X* e dunque converge.

Sia T* : Y* — X* compatto. Allora per la prima parte 7%* : X** — Y™** & compatto
e quindi anche T'=T"| lo ¢ (X < X** & una immersione isometrica).

x Ty

[

X** T** Y**

106



Capitolo 11

Teoria spettrale per operatori
limitati su Banach

11.1 Spettro e operatori risolventi

Definizione 11.1 (Spettro di un operatore).
Per X spazio di Banach e A € L(X), lo spettro di A ¢

og(A)={NeC|A-A¢GL(X)}
L’insieme p(A) = C\ o(A) ¢ detto insieme risolvente.

Osservazione 11.2 (Spettro & chiuso).
Notiamo che A — A — A & continua e GL(X) & un aperto di L(X), quindi o¢(4) =
p(A)¢ = (A — X— A)"HGL(X))¢ & chiuso.

Osservazione 11.3.
Nel caso di X Banach su R si considera la sua complessificazione X¢ = C Qg X =
X x X dove il prodotto € inteso munito della struttura complessa indotta da

(0 —idy
7= (e 0"

cioé (a4 bi)z = ax + bJx per ogni z € X x X.

Osservazione 11.4.
Anche se A € 0(A) non necessariamente A — A non ¢ iniettiva.

Definizione 11.5 (Spettro puntuale).
Definiamo lo spettro puntuale come

opt(A) ={r e C|ker(A—A) #0}.
Gli elementi dello spettro puntuale sono detti autovalori.

Proposizione 11.6.
Sia A € L(X), allora

e o(A) ¢ contenuto in B(0,||Al|) e quindi compatto'.

Labbiamo gia visto che & chiuso
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e L’applicazione
p(4) — LX)
A — ()\ - A)fl

e analitica e infinitesima per X — oco. Piu precisamente: Per ogni \ tale che
Al > || A|| si ha
oo
A=A t=Y aniar
n=0

e per ogni Ao € p(A) e ogni A € B(Xo, |[(Ao — A)7Y||) si ha

oo

A=A =>" (A= N)"((ho— 4)~ )"

n=0

Dimostrazione.
Se mostriamo il secondo punto abbiamo il primo in quanto se per ogni |A| > || A]|
abbiamo questo sviluppo, in particolare (A — A)~" & ben definita per [A| > [|A]],
quindi I’inversa puo venire a mancare solo per A\ contenuti in B(0, ||A]|).
Se vale il primo sviluppo in serie allora
— 1
()\ _ A)_l S /\—n—lAn - -
o= a7 < S =

n=0
e quindi la mappa in esame ¢ infinitesima per A — oo.

Tutto segue se mostriamo che per un operatore H di norma ||H|| < 1 in uno spazio
di Banach vale lo sviluppo in serie di (1 — H)™!, infatti la seconda espansione in serie
¢ una caso particolare dello sviluppo

(K-H)'=K'+K'HK '+ K 'HK'HK ' +-..
per K € GL(X) e ||H| < HK‘1H_1, che segue dal caso K = 1 notando
(K-H)'=K'I-HK™ "),  |HK'| <L

Notiamo che se ||H| < 1 allora la serie ) .- H™ converge assolutamente ad un

operatore lineare continuo e per questioni algebriche questa espansione e I'inversa di
(1-H). O

Definizione 11.7 (Operatore risolvete).

Se X € p(A), 'operatore risolvente relativo a A ¢ (A — A)~1.

Osservazione 11.8.
Vale 'identita risolvente

A=A = (= A) = (= N = A) (- A),

Dimostrazione.
Basta calcolare:

(L= = =+ (=A== NA= AT+ (- A7 =
T A+ (A= A (- A) =

)
A=A Hp—A)(p—-A)"" =
)
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Proposizione 11.9.
Se Ae L(X) e X #0 allora o(A) é non vuoto.

Dimostrazione.
Segue dal teorema di Liouville applicato a

p(A) — C
A o— (o, (A=Al

con x € X e z* € X* variabili. Infatti queste funzioni sono olomorfe su p(A) e
infinitesime per A — oo (11.6), quindi se avessimo o(A) = @) allora le mappe sarebbero
olomorfe definite su tutto C e infinitesime all’infinito (in particolare limitate), quindi
costanti (al valore 0 in quanto infinitesime) per ogni x e z*, quindi (A — A)~1 =0
come mappa, che ¢ assurdo perché per definizione di p(A) ¢ invertibile ma X # 0.

O

11.1.1 Raggio spettrale e Cauchy-Hadamard-Gelfand

Definizione 11.10 (Raggio spettrale).
Sia A € L(X). Il suo raggio spettrale &

ra= max [\l €0, Al
A€o (A)

Notiamo che questo massimo esiste perché o(A) & compatto (11.6).

Lemma 11.11.
Sia (an) € R una successione subadditiva® allora esiste il limite

lim dn _ inf a—n.

n—oo N n n
Dimostrazione.
Dato d > 1, ogni n € N si scrive n = p,d+k, con 0 < k, <dep, = [%J Allora per
ognin >1

m>1 1M n n
d 1
Sﬁ% + — max ap =
n d ni1<k<d
ag
=(1+0(1)) % +o(1)

1
< -~ (pnaq + ag,) <

quindi, prendendo il limsup,, e poi infg>

a . a . a
— < limsup — < inf 2d
n

. a ..
inf - < liminf
n d>1 d

m>1 m n n
dunque esiste il limite ed e pari all’estremo inferiore. O

Proposizione 11.12 (Formula di Cauchy-Hadamard-Gelfand).
Vale la sequente identita

ra= lim |A"|""™ = inf || A"
n—00 n>1

2an+m < an+am
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Dimostrazione.
Applichiamo il lemma (11.11) alla successione a,, = log | A"||, che & subadditiva perché
[|AT™| < ||A™||||A™]||. Per continuita dell’esponenziale questo mostra che il limite

nel testo esiste ed & pari all’estremo inferiore. Mostriamo che r4 = lim,, ||A™|] /m,

Se A € 6(A), cioe A — A non invertibile, allora anche A™ — A™ non & invertibile:

n—1
)\H_An:()\—A)B:B(/\_A)’ B:Z/\iAnflfi
=0

quindi A — A non invertibile implica per il teorema della mappa aperta (5.10) che
A — A non ¢ bigettiva, quindi non & iniettiva o non & surgettiva, e quindi neanche
A" — A" lo e.

Dunque A" € o(A™) e quindi |A\*| < ||A™| da cui |A| < ||A”||1/n. Questo mostra la
disuguaglianza 74 < inf,>1 [|A"|Y™ = lim,, || A"/

Per ogni z € Be(0 %) ¢ ben definito® z(1 — zA)~!. La mappa

Be(0,75) — L(X)

z — z(1—z24)7t

e “analitica”: ha uno sviluppo locale in 0 dato da

00
E Zn+1An
n=0

che pero si estende a tutto il disco.

Siano x € X e 2* € X* e consideriamo la funzione olomorfa

B(c(o L) — C

z " — (2*2(1 - zA) ')

la quale ha sviluppo locale in 0 dato da

oo o
x*, Z AN ) = Z 2 (%) A" )
n=0 n=0

che converge assolutamente per |z| = % < % <= r > ry4 grazie alla convergenza di
2(1 — 2A)~t. In particolare i termini della serie sono limitati

(")

n+

S Oﬂc,x*-

Per Banach-Steinhaus (4.27) si ha che (é) ' ¢ limitato: per z fissato la disugua-

glianza dice che {(%)HH z} ¢ w-limitata in X, quindi limitata in norma (Banach-
neN

Steinhaus) e applicando di nuovo Banach-Steinhaus si ha che {(4)”“} sono

T
neN
operatori puntualmente limitati, quindi sono limitati in norma. Scriviamo

3

se z = 0 ok, se z # 0 allora ’espressione vale (l — A)~! che & ben definita perché abbiamo supposto

z2<1ljfrpa<=1/z>ra = 1/z € p(A).
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cioe |A"||V/" < €y da cui
lim || A™[|Y"™ < rlim C"V/™ =
e questo per ogni r > 74, quindi anche per r 4 stesso passando all’estremo inferiore.
O

Osservazione 11.13.
La stessa formula, con la stessa dimostrazione, funziona anche per il raggio spettrale
di algebre di Banach.

Esercizio 11.14.
Calcolare il raggio spettrale dell’operatore di Volterra

C%(a,b]) — C%([a,])

v f — [T f(t)dt

con la formula del raggio spettrale e provando che per ogni A € C\{0}, A—V € GL(V).

11.2 Teoria spettrale su spazi di Hilbert

Definizione 11.15 (Operatore simmetrico).
Sia A un operatore limitato su H spazio di Hilbert. A ¢ simmetrico (scritto A €
L™ (H)) se per ogni z,y € H si ha

(Az,y) = (z, Ay).

Proposizione 11.16.
Sia A € L™ (H), allora

1. ker A = (Imm A)* e Imm A = (ker A)+
2. Se Hy C H ¢& un sottospazio A-invariante allora anche Hd‘ e Hy lo sono.

Dimostrazione.
Mostriamo le due affermazioni

1. Segue dalle catena di equivalenze

z € ker A
Axr =0
0= (Az,y) = (z,Ay) Vy € H

z € (Imm A)*

I'altra affermazione segue notando che V = (V+)=+.

2. Se x € Hg" allora per ogni y € Hy si ha 0 = (z, Ay) = (Az,y), cioé Ax € Hy".
Segue l'invarianza della chiusura prendendo 'ortogonale di nuovo.

O

Definizione 11.17 (Operatori simmetrici positivi).
Se A € L*"™(H) esso si dice positivo se (Az,z) > 0 per ogni z.
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Osservazione 11.18.
La positivita induce una relazione d’ordine parziale su L*™(H):

A > B <= A — B positivo.

Fatto 11.19.
Se A é simmetrico positivo allora I + A € GL(H)

Dimostrazione.
I + A & fortemente iniettiva in quanto per ogni x € H

I + A)z||* = (z + Az)(z + Az) = ||z|* + 2 (Az, z) + || Az = |lz|”

quindi in particolare ¢ iniettivo con immagine chiusa.
Per il punto 1. di (11.16) un operatore simmetrico e iniettivo ha immagine densa,
dunque I + A & anche surgettivo e quindi invertibile. O

Proposizione 11.20.
Se A € L**™(H) allora o(A) C R.

Dimostrazione.
Per ogni a,b € R con b # 0 si ha che (a + ib — A) ¢ invertibile perché fattore di

(a+ib— A)(a—ib— A) = (a — A)? + b = b* <I+<“bA) )

e questo & invertibile per (11.19). O

Proposizione 11.21.
Per A € L°"™(H) si ha |A|| = SUD| 4| <1 |Az - x| = ||QAHoo,B

Dimostrazione.

Siano z,y € H e consideriamo l'identita di polarizzazione:

Ax-y:i(q,q(x—i-y)—QA(x—y))-

Segue che

1 2 2
4wy <5 (laal o+ 91 + llaall o = yl1*) =

™ i<t
qa 2 2\ lvl<i
=20 (2] +2y)?) <

<llgallw
quindi vale ||A]| < ||gal|o- L’altra disuguaglianza segue dal fatto che per ||z| <1

[Az -z < sup [Az-y| = [[Az]| < [[A]l.
llyll<1

Notazione 11.22.

ma = inf qa(x), My = sup qa(z).
llll=1 llz||=1
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Proposizione 11.23.
o(A) C [ma, Mal]. Inoltre ma = mino(A) e M4 = maxo(A).

Dimostrazione.
. : 4 2 . . .
Sia t < mg, allora, poiché ga(x) > ma ||z]|°, si ha che come operatore simmetrico

A— ma >0
mag—1t —
quindi —1 ¢ J(ﬁ;fz;‘) in quanto I + ‘fnjf/t* ¢ invertibile (11.19). Quindi

t—ma ¢ o(A—ma)=0(A) —ma <=t ¢o(A).
Un conto analogo mostra che se ¢t > My allora t ¢ 0(A), quindi 0(A) C [ma, Ma].

Mostriamo ora che M4 = maxo(A) e my = mino(A): si ha che

(11.21)
142 V=" sup gaz(z) = sup (A”C'Ax):us‘ﬁi’ | Az|]® = | A%
z||<1

llzll<1 llzll<1

Analogamente
1/2"

)

1/2 1/4 n
Al = [|a2]"* = At = = |42

dunque per la formula di Cauchy-Hadamard-Gelfand (11.12) si ha ||A|| = r4. Poiché
|All = [lgallo, (11.21) si ha che r4 = ||A|| vale M4 oppure —my4 perché questi sono
maggiorati da ||gal|,, per definizione.

Se A > 0 allorac(A) C[0,00) equindi 0 < my < Mg =14, cioe Mg = maxo(A).
In generale per ¢ > ||A|| si ha A+¢ > 0 e quindi

Mg+t=Map =maxo(A+t)=0c(A)+t

cio¢ di nuovo M4 = o(A) come voluto. Analogamente si mostra mino(A) = my.
O

Osservazione 11.24.
Un’altra dimostrazione usa la caratterizzazione variazionale di o(A) e il principio
variazionale di Ekeland.

11.2.1 Autovalori di operatori simmetrici

Osservazione 11.25.
Autovettori di autovalori differenti sono ortogonali, cioe se A # u autovalori per u e
v autovettori allora

AMu-v)=Au-v=u-Av=pu-wv.

Osservazione 11.26.
La molteplicita geometrica di A autovalore di A (cioe dimker(A — A)) & uguale alla
molteplicita algebrica (cioe sup,,>q dimker (A — A)").

Dimostrazione.
Senza perdita di generalita A = 0. Basta notare che ker A = ker A2:

A2 =0 = |Az|®* = A%z 2 =0 — Az =0.
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Caratterizzazione variazionale degli autovalori di operatori simmetrici

Ricordiamo che se f : Q@ C H — R differenziabile allora il gradiente di f in zg €
Q & Pelemento Vf(zg) di H che rappresenta via prodotto scalare il differerenziale
df (xg) € H*, cioe

f(zo+h) = f(zo) + V(f)(x0) - b+ o(h)

Inoltre zg & un punto critico di f se Vf(zg) = 0. La f(x¢) corrispondente ¢ detto
valore critico.

Ricordiamo che se u,v : € H — R sono differenziabili in z¢ e v(xg) # 0 il
quoziente u/v ¢ differenziabile in xg e abbiamo

v (%) _ vVuU—Qqu.

Proposizione 11.27 (Caratterizzzione variazionale).
Una coppia (x,\) € H x R é una coppia autovettore-autovalore di A se é una coppia
punto critico-valore critico della funzione

H\{0} — R

Al Ax - x
T —

T-x
detta quoziente di Rayleigh.

Dimostrazione.
Calcolando troviamo

V(ga(z)) = 2Ax, Vg (z) = 2.

Allora )
Vfalz) =2 lz||” Az — (4Ax - xz)T _ 2 Az — fala)a)
(E] |zl

dunque Vf4(x) = 0 se e solo se z & un autovettore di A corrispondente all’autovalore

fa(z). O

11.2.2 Spettro di operatori simmetrici compatti

Proposizione 11.28.
Sia A € L™ (H), allora se Mg > 0 si ha che M ¢é un autovalore di A.

Dimostrazione.
Per compattezza, g4 ha massimo sulla palla B(0, 1), infatti se (z) C B(0,1) & una
successione massimizzante per g4 su B allora estraendo una sottosuccessione si puo
assumere? x, — x per z € B(0,1), ma essendo A compatto si ha Ar; — Az in
norma e quindi® Axy, - 2 — Az - .

Siccome My # 0 si ha che 2 # 0 e quindi ||z]| = 1 (in quanto ga(z/ ||z]) > ga(z)
se € B(0,1)). Allora z & anche il massimo di f4 si H \ {0} perché f4 & 0-omogenea,
in particolare & un punto critico e quindi un autovettore per (11.27). O

4

siamo in uno spazio di Hilbert e quindi uno spazio riflessivo, dunque per Kakutani (7.4) la pal-
la unitaria chiusa & w-compatta, quindi per Eberlein-Smulian (7.32) anche w-sequenzialmente
compatta.

5stiamo usando il fatto che y, = y e T — z implica yy, - T = (y-zp)+ (Y —y) -z = y-z+o0(1)
perché yay — ya e (y — ux) - ol <y — vill llzxll = O(lly — yill) in quanto convergenza debole
implica limitato e quindi ||zk|| & limitato da una costante fissata per ogni k.
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Osservazione 11.29.
Analogamente m 4 € il minimo autovalore se A simmetrico compatto.

Osservazione 11.30.
In particolare || A|| oppure — ||A|| & un autovalore.

Corollario 11.31.
Se Hy C H ¢ un sottospazio non banale chiuso A-invariante allora A ha un autovettore
m HO .

Corollario 11.32.
Un operatore A € LE™(H) ammette una base ortonormale di autovettori.

Dimostrazione.
Si considera un sistema {u;},.; ortonormale di autovettori di A che sia massimale per
inclusione (esiste per lemma di Zorn). Esso deve essere una base Hilbertiana, cioe

Span({u;},;c;) = H.

_— 1
Se non fosse cosi allora Hy := Span({u;};.;) # 0 & un sottospazio chiuso A-invariante
di H, quindi esisterebbe u € Hy autovettore che per costruzione & ortogonale al
sistema considerato, negando la massimalita. O

Corollario 11.33 (Operatore simmetrico compatto ammette una forma diagonale).
Un operatore A € LE™(H) ¢ unitariamente coniugato ad un operatore di moltiplica-
zione per elementi di co(I) su uno spazio l2(I) dove I é un insieme che indicizza una
base di autovettori di A.

lo(I) C H
N c
((El) E—— ZiEI TiU;
; | | .
(i) ——> D ier Tidiu;
E S
(1) m H

Indicizzazione degli autovalori

Osservazione 11.34.
Se gli autovalori di A € LE™(H) hanno un punto di accumulazione come sottoinsieme
di R allora questo punto ¢ 0.

Dimostrazione.
Supponiamo ci siano infiniti autovalori e che per assurdo tendano ad un elemento
diverso da 0.

Possiamo definire una successione autovettori ortogonali. Questa ha un limite
debole per Kakutani (7.4) e Eberlein-Smulian (7.32). Poiché A & compatto avremmo
una successione di vettori ortogonali (gli scalati dei vettori originali) che convergono
in norma, assurdo se il limite degli autovalori non & 0. O

Grazie a questa osservazione possiamo indicizzare gli autovalori di A € LE™(H)
in modo monotono:
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e Se ci sono infiniti autovalori positivi essi sono una successione che converge a 0,
che possiamo indicizzare in modo decrescente verso 0. Se essi sono in numero
finito ci fermiamo (o volendo da quell’indice in poi ripetiamo 0).

e Procediamo in modo simile con gli autovalori negativi.

e Se un autovalore A ha molteplicita r allora nella successione lo ripetiamo r volte
nelle posizioni opportune.

A1 <Ao< <0<~ < Ag< N
Sia I l'insieme di indici cosi creato.

Teorema 11.35 (Curant-Fischer-Weil / Minimax).
Sia H spazio di Hilbert separabile. Indicizzando gli autovalori di A € Lgm(H) come
sopra si ha che per ogni n € I tale che n > 0 allora

An(A) = inf sup ga(z)= sup inf ga(x)
EQH lz]|=1 FCH [lz]|=1
codimE<n ", cp dim F>n z€F
A_n(4) = sup inf qa(x)= inf sup qa(x)
eEcH lzl=1 FEH z)=1
codim E<n *€E dim F>n " cp
Dimostrazione.

Evidentemente basta mostrare il caso di n > 0.

Sia E,, = Span(ey,--- ,e,) dove e; & un fissato autovettore di \; e gli e; sono ortogonali
tra loro. Notiamo che (poiché H separabile)

Ei =Span(e; |i € I\ {1,--,n})

A|E =diag(A1, -+, ) B, — By
A|El =diag(\; | i€ I\{1,---,n}): EX — E-.

Notiamo che A, ¢ il minimo autovalore di A|E e anche il massimo autovalore di E;-_;.

n

Dunque per la caratterizzazione variazionale (11.27) si ha che

An = min ga(z) = max ga(x)
lzl|=1 lz]|=1

xeE, eri

Siano ora E C H sottospazio di codimensione codim E < n e F' C H un sottospazio
di dimensione dim F' > n. Per questione di dimensione

E,NE#(0), E:inF#(0)

quindi esistono elementi zo € E, NE e yo € E;- ;N F non nulli e quindi senza perdita
di generalita di norma 1.

sup qa(z) > qa(xo) > min ga(z) = Ay, = max qa(z) > qa(yo) > inf qa(z)
lell=1 lll=1 loll=1 Izl =1
2€E z€E, IGETJ; zeF

in particolare, poiché A, & raggiunto da F = E,, e F' = E;- abbiamo mostrato che

inf sup ga(z) =X, = sup inf gqa(x).
ECH |z||=1 FCH llzl=1
codimE<n ', cp dim F>n z€F
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Corollario 11.36 (Principio autovalori intervallati).
Sia A € LE™(H) e sia Hy C H un iperpiano chiuso con incusione jo : Hy — H e
proiettore ortogonale® Py : H — Hy. Sia

Ao = PyAjo : Hy — Hy.
Notiamo che” Ag € LE&™(Hp). Notiamo che qa, = qA|HO.
Allora per ogni n > 0 si ha

Ant1(A) < An(Ao) < An(A)

e analogamente
)\—n(A) < /\—n(AO) < A—n—l(A)

Dimostrazione.
Usando il principio di minimax (11.35) si ha

codimpy, E<n = codimpy E<n+1

Ans1(A) = inf sup qa(x) <
ECH [lz][=1
codim E<n+1 z€E

< inf sup qga(z) = M\, (Ag) =
BCHo |g)=1 (7] = Anldo)
codim E<n

zEE

= sup inf qa(x) <
FCH, lzl=1
dim F>n zEF

sup inf qa(x) = A (A).
FCH lzl=1
dim F>n z€F

O

Esercizio 11.37.
Scrivere una stima di dipendenza Lipschitz e di dipendenza monotona di A,(A4) in
funzione di A € LE&™(H) (I =Z\ {0}).

11.3 Calcolo funzionale C" per operatori limitati au-
toaggiunti

Sia A= A* € L(H), H di Hilbert e sia
Y =o(A) C [ [l Af-

Dato p € R[z], scrivendo p(z) = >__, cka” & definito
n
p(4) = Z e AR
k=0

Vogliamo estendere questa costruzione definendo f(A) per f € C°(X,R) o f €
CO(x,C).

5py = Jo perché siamo su uno spazio di Hilbert
"Eredita compattezza di A e Af = (PoAjo)* = j§A* Py = PoAjo.
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Teorema 11.38 (della mappa spettrale).
Siap e Clz] eT € L(X) per X Banach. Allora

o(p(T)) = p(o(T)).

Dimostrazione.
Sia A € o(T) e scriviamo p(z) = >, _, axz" con a, # 0. Fattorizzando p(z) — A si ha

p(Z) —A=ay H(Z _Mj)

dunque p(p) = A se e solo se 1 € {p1, -+, pin }, clo
P = {p, s}

Dunque
n

p(T) = A =an [[(T - u))
j=1
e quindi p(T) — A & invertibile se e solo se lo sono tutti i fattori dato che commutano,
cioe

A€ o(p(T)) <= Fj te. i € o(T) == p (N No(T) £ 0 <= X € p(o(T))

Osservazione 11.39.
La stessa dimostrazione funziona per 7' elemento di una algebra di Banach.

Proposizione 11.40 (Mappa spettrale su autovalori).
SeT € L(X) epeClz| conp=>j_,cka” allora
opt(p(T) = plope(T)).

Dimostrazione.
Diamo le due inclusioni:

Sia A autovalore di T, cioe esiste x # 0 tale che Ax = T'z. Allora
p(T)x = Z exTre = Z e e = p(\)x
k k

ciot p(A) & autovalore di p(T').
Se A & un autovalore di p(T') e scriviamo

n

p(z) = A= [J(z - ¢)

i=1
allora p~1(\) = {Giticqu, .. my Per costruzione e

n

p(T) = A=, [[(T - G).

i=1

Se tutti i fattori 7' — ¢; sono iniettivi, lo & anche p(T') — A, quindi se A & autovalore di
p(T) allora almeno un fattore T'— ¢; non & iniettivo e quindi ¢; & autovalore di T, ciog

A =p(G) € plop(T)).
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Hilbert reali

Proposizione 11.41.
Se A= A* in L(H) allora la mappa

o Iy, = {funzioni polinomiali ¥ — R} — L(H)
' p —  p(4)

e un omomorfismo di algebre isometrico.

Dimostrazione.
Per ogni p € R[z] si ha che

(A)=p(A)* (11.38)
Pl " E Y ey = sup A= sup p)] = [Pl
Xea(p(A)) Aes

In particolare p(A) dipende solo dalla funzione Py Che ® sia un omomorfismo &
ovvio dalla definizione di p(A). O

Osservazione 11.42.
Se f € C°%(Z,R) e f > 0 su X allora per Stone-Weierstrass esiste una successione di

. . Ml oo, . S
polinomi p,, —==3 f e possiamo prendere p, > 0 su X (a meno di sotituire p,, con

Pn + ||f — pnllo,). In particolare
s 0
s = C"(%,R).

Osservazione 11.43.
Essendo ® isometrico esso si estende alle chiusure, quindi troviamo

= = 0, R) 2 B(i) = — R[A] € L(H)

dove R[A] & lalgebra chiusa generata da A.

Osservazione 11.44.
Per continuita, la ® estesa ¢ ancora un omomorfismo, inoltre se p > 0 su X allora
®(p) = p(A) & un operatore simmetrico > 0, infatti

(11.38)

a(p(A)) p(X) C [0,00) <= p(A4) > 0.

Notazione 11.45.
Per f € C°(X,R) scriviamo ®(f) = f(A) in analogia con il caso polinomiale.

Esercizio 11.46.

Se A € L¥"(H) e A > 0 allora A ammette una radice quadrata, cio¢ esiste B €
L*™(H) con B > 0 e B? = A. Piu in generale, per ogni n, A ammette una radice
n-esima che sia un operatore simmetrico positivo.

Esercizio 11.47.
Dato A € L*"™(H) con A > 0 esiste un unico B simmetrico e positivo tale che B? = A.
Similmente per le radici n-esime.

Hint: usare la radice costruita col calcolo funzionale.
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Solution.

Sia VA data dal calcolo funzionale e sia B simmetrica positiva tale che B? = A.
Notiamo che B commuta con A: BA = B = AB, quindi B commuta anche con vA
per questioni di calcolo funzionale.

0= B? - (VA)? = (B+VA)(B - VA)
Notiamo che B 4+ /A & simmetrico e positivo. Procediamo per casi:

e Se A ¢ iniettivo allora B4++v/A > v/A e quindi® & iniettivo, dunque dall’equazione
sopra troviamo® B — v A = 0.

e Scriviamo H = H; @ Hy con Hy = ker A e H; = (ker A)t = Imm A. Per
costruzione A|H : Hy — H; ¢ iniettivo (Concludere per esercizio).
1

O

Esercizio 11.48.
Per A € L¥"™(H) e f € C°(X,R) si ha che f(A) commuta con ogni B che commuta
con A.

Hilbert complessi

Proposizione 11.49.
Sia A = A* in L(H), allora esiste un unico omomorfismo continuo

®:C%%,C) — L(H)
tale che ®(idy) = A. Risulta inoltre che

1. ® ¢ isometrica

2. ®(f) =D(f)* (@ é uno x-omomorfismo).
3. Se f € CO(X,R) e f >0 allora ®(f) = ®(f)* > 0.
4. Se [A, B] =0 allora [®(f), B|

Dimostrazione.
L’unicita segue dal fatto che z — A implica che p — p(A) per ogni poliniomio p €
Clz] e questi sono densi in C°(X, C) (stiamo usando il teorema di Stone-Weierstrass
su intervalli, basta estendere f : & — C a f : [~ |A],||A]] = C continua e poi
approssimare questa con polinomi).

Mostriamo esistenza: tutto segue dal fatto che per p € C[z] vale ancora che la
corrispondenza p — p(A) & isometrica

Ip(A)|* = sup [p(A)z]|* = sup (p(A)*p(A)z,z) =

llzll<1 llz][ <1

" (ck AF)* =g (A" ) =g AF

= [p(A) p(A)]| =0
= p(A)p(A) = lI(p) (Al

_ 2
= PPl s = IPIl% 5 -

(11.43)

8T >S = Tx-z> Sz -z = ||Tz| > | Sz|
9B - VA)z =0 <= (B+VA)(B—+VA)z =0 per iniettivita e la seconda equazione & vera.
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11.4 Altre proprieta del raggio spettrale

Osservazione 11.50.
r(AT) = || r(T)

Osservazione 11.51.
Valgono le seguenti caratterizzazioni:

r(l)<1l<=T"—=0
r(T) <1<« T" limitata
Osservazione 11.52.

r(AB) = r(BA)

Dimostrazione.
Notiamo che (AB)"*1 = A(BA)"B, da cui

[AB)™ | < [IAILIBIHI(BA)"|

e prendendo, la radice (n + 1)-esima e passando al limite, troviamo

r(AB) « (4B [V < 1B (i ay ) S an(sa)

cioe 7(AB) < r(BA), ma per simmetria del problema vale anche I'altra disuguaglian-
za. O

Osservazione 11.53.

o(AB)\ {0} = o(BA)\ {0}

Dimostrazione.
Se A # 0 e A — BA ¢ invertibile allora anche A — AB lo & con inverso

_ !

X
A

(I+A(\—BA)'B).

Osservazione 11.54.
In generale (m > 2)

T(Al T Am) o T(Ao-(l)”'Ao('rn))
per o € &,,. Esistono controesempi in R? con m = 3 per esempio.

Osservazione 11.55.
In generale NON sono vere r(AB) < r(A)r(B) er(A+ B) <r(A)+r(B)
Per esempio:

0 1 0 0 10 0 1
(o a)m () o) e ()

e in questo caso

r(A)=r(B)=0, mar(AB)=1er(A+ B)=1.
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11.5 Parentesi Esercizi
Sia 62 = EQ(N, (C)

Definizione 11.56 (Operatori di shift).
Sia S : 5 — {5 I'operatore di shift sinistro:

(S.’L‘)l = Ti+1 Vi S N
Definiamo lo shift destro R — {5 — {5 come
0 i =0
(Rz); = '
Ti—1 1 2 1

Osservazione 11.57.

S ¢ un inverso sinistro di R, cioe SR = idy,. Notiamo invece che
RS = id42 - PO

con Py il proiettore sulla coordianta x '°.

Osservazione 11.58.

S=R*

Dimostrazione.
Per ogni z,y € {5 si ha

_ Ry)o=0 —
Sz -y = Zl‘iﬂyi = Z-riyi—l (Fie in(Ry)i =x-Ry

i>0 i>0 i>0

Esercizio 11.59.
Calcolare lo spettro e gli autovalori di S e R.

Solution.
Calcoliamo le varie quantitia:

opt(S) | Autovalori di S: sia x # 0 tale che Sz = Az, cio¢ z;11 = Ax; per ogni ¢ > 0, cioe

x; = A'zg con zg # 0. Questa successione ¢ in £ se e solo se |A| < 1 quindi
O'pt(S) = B(C(O, 1)

Poiché ||S]| =1 si ha
opt(S) Co(S) € Be(0,1)
ma poiché o(S) & chiuso questo mostra che o(S) = Bc(0, 1).
Cerchiamo x # 0 in /5 tale che Rz = Az. Applicando S cerchiamo z tale che
r = A\Sz,
quindi A # 0 e § € 0,(S) cioé [A| > 1 e questo & assurdo perché

[ 2] —
opt(R) Co(R) < Be(0,1).

cioé sul nucleo di S come ci aspettiamo dalla teoria

10
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o(R) | Notiamo che A — R non ¢ invertibile se e solo se (A — R)* non ¢ invertibile, cio¢

(A—R)*=XA—R*=X-S§

non & invertibile, cio se e solo se A € (S), dunque o(R) = Bc(0,1).

Osservazione 11.60. 7
Vale in generale o(T*) = o(T) := {A | A € o(T)}.

Osservazione 11.61.
Se B= L YAL con L € GL(X) allora A € o(B) se e solo se B — \ ¢ GL(X), cioe

LY A—- )L ¢ GL(X) < A -\ ¢ GL(X)
dunque o(B) = o(B).

Esercizio 11.62.
Calcolare spettro e autovalori dello shift bigettivo su ¢5(Z, C)

= (T5)iez — (Tiv1)iez

Solution.
Sia M) Doperatore di moltiplicazione per (A\?) con |\ = 1, cioe (Myx); = \x;.
Notiamo che

((MA71 SM,\)J?)l = /\_i/\i+1$i+1 = /\(S.’E)z

cioe A\S e coniugato a S.
Dunque per ogni A € C tale che [A| = 1 si ha che 0(S5) = o(AS) = Ao (S), quindi
0 0(S) = 0 oppure BOH PERCHE SCORRE LA CAZZO DI PAGINA
]

Esercizio 11.63.
Sia T': L?(1,C) — L*(I,C) con I = [0, 1] 'operatore di Volterra, cioe

Tu(z) = /0 ")t

1. Scrivere I'aggiunto T* e 'operatore T*T

2. Calcolare lo spettro e gli autovalori di 7*T con molteplicita. Determinare le
autofunzioni.

3. Sia |T'| Voperatore vVT*T, che & ben definito perché T*T simmetrico, /e €
C°([0,1]) e o(T*T) C [0,1] (stiamo usando (11.43)).

e Scrivere la funzione h(z,y) € L*(I x I) nucleo integrale di |T|
(Tluta) = [ hlap)us)dy.
I

e Calcolare le norme degli operatori
T, T, T*T, |T|

Solution.
T*T & un operatore simmetrico e positivo.
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1. Notiamo che!!

dunque

infatti

<ﬂm»:Z(Augxmamgv@mxifzuw([ugﬂu@wOﬁz

- [ w0 = . 7).

Consideriamo ora T*T":

T*Tu z/l[x < s]Tu(s)ds = /IXI[J; < s§[t < slu(t)dtds =

:A<z@gﬂugﬂ@)wwﬁ

dunque T*T & un operatore integrale con nucleo
k(x,t) = /[x < 8]t < slds = /[s > max(z,t)]ds = 1 — max(z, t).
I I

. Chiaramente T*T ¢ compatto in quanto T lo ¢ (e quindi T* e quindi la loro
composizione), oppure perché & un operatore integrale con nucleo in L(I x I).
T*T ¢ simmetrico e positivo:

('Y =171 =TT
T*Tx-x=Tx -Tx > 0.

Quindi lo spettro di T*T & costituito da una successione di autovalori > 0
decrescenti verso 0. In realta poiché T" e T™* sono iniettivi si ha che gli autovalori
sono strettamente positivi. Inoltre, definito 'operatore Ju(z) = u(l — x), si ha

T*u=JTJu

cioe T e T sono coniugati in quanto J involuzione.

Gli autovettori sono una base Hilbertiana di L?(I) e ogni autovalore ha molte-
plicita finita. Dall’espressione di T e di T si ha che

!l
Tu=f f=u
f(0)=0
con f € WH2(I) e f' = u come derivata debole. Invece
Ty = g < g =-v
g9(1) =0

1 Ricordiamo che [P] ¢ la parentesi di Iverson, la funzione caratteristica dell’insieme ottenuto per
separazione sul dominio dalla condizione P
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dunque T*Tp = Ap se e solo se A # 0, o € C® (se & C* allora deve essere
anche C**2) e rispetta 1’equazione differenziale

A = —p
$(0) =0
p(1) =0

In conclusione le autofunzioni sono

o(x) = acos (\%)

con VA, = iy +1)7T, cioe gli autovalori sono

4
An:: ;
@n 1 1272

tutti con molteplicita semplice (perché l'equazione differenziale ha uno spazio
di soluzioni di dimensione al pit 1 perché determinate da ¢(0) per il teorema di
esistenza e unicitd).

Le autofunzioni normalizzate corrispondenti sono

() = V2 cos ((%;Dw)

e formano una base ortonormale di L?([0,1]). Verifiche varie per esercizio.

3. e Cerchiamo il nucleo integrale di |T|: per ogni n € N si ha

T on = V/ Ann

dove ¢, sono le autofunzioni di T*T, infatti
* 2
o(I*T) = o(|T]") = o(IT])* e o(|T]) C [0, 00).

Ogni u € L?(I) si scrive
w=> (U pn)pn
n>0

quindi

|T|u=|T| Z (U, on) on | = Z \/X<U790n> $n =

n>0 n>0
—Z\/>/ )n(t)on(z)dt =
n>0
= [ | X Vaseationto) | uitya
n>0

ciot |T| ¢ un operatore integrale Hilbert-Schmidt con nucleo

t) = Z \/EQOn(t)QOn(I)

n>0
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che & L*(I x I) perché la famiglia {py(t)p;(2)}, ;e & ortonormale'? su
2T xT)e

/ B, 2dzdt =5 (V)2 = 3 A =
IxI
4 1
=— —_— = — — = =K
W27§)(2n+1)2 28 2°%
dove la prima uguaglianza segue dal fatto che {¢k(t)p;(2)}; ;o ¢ una

famiglia ortonormale.
Calcoliamo h piu esplicitamente:

h(x,t) = % > 2n1+ - cos (Wx) cos (Wt) .

n>0

Poniamo { = %F e 7 = %t, da cui

h :jZ S cos (20 1)8) cos (20 + 1)7) =

4 Z 1 cos((2n+1)(§+7)) +cos((2n+1)(§ —7))

ﬂ'nZOZn—&—l 2

=23 o cos(@n+ )€+ )+
n>0

+ i; 2n1+ - cos((2n +1)(€ 7)) =

2 1 .
_“ = i(2n+1)(E4T)
. 2;0 m+1° *

2 1
2 _ 1 ientne-n
+ o Re 7;) M1’

Ricordando lo sviluppo per |z| <1 e z # +1%3

142 on 4 120+l
1 =2
Og<1—z) Z z

n>0

12¢ appaiono solo le componenti diagonali, come ha senso dato che stiamo diagonalizzando.

_qyn+1
3si usa log(142) = 3,51 =1

n
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si trova che
1 + ¢iE+m) 1 4 ei€=7)
(log <1<s+> tleeli—awen)) =
gt ST - e
1 e "z 4tz e T 4tz
=_Re (10% <_5+s+> +log <_s—s—>> =
Q0 e 'z —ez etz —e'2
: 15T it : e—i155T _ it
ellog| —em—= | T8 | —i==——==
e R o e +eitF
Re <log (—i tan (E;T>> + log (—z’ tan (6 ; T))
Re ( log ( (—i)*tan g+ tan il @
2 2
ST\ (7
2 2

Re(log(2)) :% (1og Pt 10g(z)> = % (log(2) + log(z)) =

)

3

)

Nl A= A= 3

dove (%) segue perché

1 1 )
= log(23) = 5 log(|=*) =
= log(|2])

Sostituendo x e ¢ ricaviamo

1
h(z,t) = ——log
™

¢ x4+t ¢ r—t
an|mT—— |Jtan |7
4 4

e Notiamo che ||T*T|| = r(T*T) = max, A, = =5, inoltre (in generale)
* * 1/2
Il = |7 = NI = |77

quindi tutte queste valgono 2/7. Queste uguaglianze tra le norme seguono
come segue:

IT|? = sup Tz Tz = Z T*Tx -z = ||T"T|

z||=1
o lol=1

e lo stesso per |T].

Fatto 11.64.
Se A € L(H) ¢ invertibile allora anche A*, A*A e |A| = VA*A lo sono.

Proposizione 11.65.
Sia A € L(H) invertibile e definiamo U = A|A|™". U ¢ unitario e possiamo scrivere

A=US

con S =|A| e U= A|A|"" con U unitario ¢ S simmetrico positivo.
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Dimostrazione.
Mostriamo che U* = U~ !:

UU = |A T A AJA " = AT AP A = 1d
UU* = A|A|7 A7 A = A(JAP) 1A = A(A*A) 1A = AA™ V(A9 1A = 1d
O

Esercizio 11.66.
Possiamo scrivere 'operatore di Volterra nella forma polare T' = U |T'| con U unitario?

Esercizio 11.67.
Consideriamo l'operatore T' € L(¥f3) definito da

Tu(k) =u(k+1) —u(k+2)
e Determinare ’aggiunto T*
e Determinare gli autovalori di T' e T™* e calcolare o(T") e o(T™*)
e (Calcolare la molteplicita algebrica e geometrica degli autovalori di T'.

Solution.
Procediamo in ordine

e SiaT =S —52 con S : l5 — {5 shift sinistro (Su(k) = u(k+1)). Sia R : fo — {5
lo shift destro e notiamo che

T* = R— R
e Usando le due verisioni del teorema della mappa spettrale (11.38) e (11.40) su'#
0(8), o(R), opt(S) € opt(R) troviamo
o(T)=c(T*)={A=N| N <1}, op(T) = {A=N||A <1}, op(T*) =0
quindi o(7T') ¢ la regione delimitata dalla curva

A(t) = et — et

e )\ ¢ autovalore di T se e solo se esite una successione u € ¢ tale che per ogni
k>0
u(k+1) — u(k +2) = Mu(k)

cioe se e solo se (82 — S+ A\)u = 0. Se al posto di £ lavoriamo nello spazio di
tutte le successioni allora troviamo uno spazio di soluzioni di dimensione 2, cioe

op(T) = {z—2%|]2] <1} = {A | 2% — 2 + A ha uno zero di modulo < 1}

e la molteplicitd geometrica ¢ il numero di zeri di 22 — z + X dentro il disco
unitario.

O

MRicordiamo che o(S) = Bc(0,1), opt(S) = Bc(0,1), 0(R) = Bc(0,1) e opt(R) =0
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Capitolo 12

Spazi di Sobolev

12.1 Derivata debole

Definizione 12.1 (Derivata debole).
Sia I C R un intervallo aperto. Una funzione f : I — R in L}, (I) ha derivata
debole (o distribuzionale) g € L} (I) se

loc

Ve CE), [ efat=- [ gt
I I

Osservazione 12.2.
Ricordiamo che vale una inclusione

o LD — D)
) f — Tr:p— [;of

dunque in questi termini g ¢ derivata debole per f se (Ty)" = Ty,.

Osservazione 12.3.
Se f € C(I) allora ha derivata debole e questa coincide con la sua derivata classica

e o).

Esercizio 12.4.
Se u € D'(I) & tale che ' = 0 allora u & costante.

Osservazione 12.5.
Se f € CO%I) ed esiste f' = g quasi ovunque NON @& detto che g sia la derivata
distribuzionale.

Esempio 12.6.
Sia f la funzione di Cantor, cioe f : [0,1] — R & l'unica funzione che sia un punto
fisso dell’endofunzione su {f : [0,1] — R} che manda una funzione f in

1f(3) z€[0,1]
3 x € [3,3]
$fBz—2)+35 =ze€[3,2]

che esiste in quanto questa associazione ¢ una contrazione.
La funzione di Cantor ha f’ = 0 per ogni x € I \ C, in particolare quasi ovunque.
Eppure la derivata debole di f non & 0, segue dall’esercizio.
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12.2 Ripassino di analisi 3

Definizione 12.7 (Funzioni assolutamente continue).

Una funzione f : [a,b] — R & assolutamente continua se per ogni ¢ > 0 esiste
0 > 0 tale che per ogni I; = [a;,b;] C [a,b], 1 < i < n intervalli disgiunti tali che
E?:l |bl — ai\ < 4 si ha

Z |f(bi) — flai)| <e.

Fatto 12.8.
[ ¢ assolutamente continua se e solo se f = [ gdt per qualche g € L*([a,b]). Inoltre
la derivata f'(x) esiste per quasi ogni x € [a,b] e vale g(z).

Osservazione 12.9.
La funzione di Cantor non ¢ assolutamente continua.

Osservazione 12.10.
Le funzioni assolutamente continue sono la classe pit ampia per cui vale il teorema
fondamentale del calcolo integrale.

Fatto 12.11.
Per assolutamente continue vale la formula di integrazione per parti, in particolare

per ogni ¢ € CL(I) si ha
/f¢’= —/f’w
I I

quindi la derivata quasi ovunque di una assolutamente continua coincide con la deri-
vata distribuzionale.

Teorema 12.12 (Radon-Nikodym).

Sia (X,X) uno spazio di misura e siano p,v due misure o-finite su esso. Se v é
assolutamente continua rispetto a p (scritto v < p) allora esiste una funzione f :
X — [0,00) misurabile per ¥ tale che per ogni A € ¥ misurabile si ha

v(A) = /A fFdu.

La funzione f é detta funzione ¢ detta derivata di Radon-Nikodym e si indica j—;.

Osservazione 12.13.
Se m ¢ la misura o-finita definita sugli intervalli da

m([e, B)) = f(B) = f(a)

allora m < £ dove £ ¢ la misura di Lebesgue.In questo caso f’ ¢ anche la derivata di
Radon-Nikodym di m.

Osservazione 12.14.
In generale vale una bigezione

{misure > 0 finite su [a,b)} <+— {f:[a,b) = R cresc., cont. a sx, f(a) =0}
7 — fu(@) = p([a, x))
pr(le, B)) = f(B) = fle) < f

dove in realta py ¢ la misura determinata da quel comportamento sugli intervalli
semiaperti!.

lla o-additivitad non & ovvia perché una successione crescente di intervalli semiaperti potrebbe accu-
mularsi in diversi punti, ma notiamo che & un insieme ben ordinato quindi possiamo indicizzare gli
insiemi con un ordinale numerabile e concludiamo per induzione transfinita
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12.3 Spazi di Sobolev

Definizione 12.15 (Spazio di Sobolev).
Per 1 <p < oo el CR intervallo definiamo il relativo spazio di Sobolev come

WH(I) = {f € LP(I) | faistr. € LP(1)}

Osservazione 12.16.
Uno spazio di Sobolev & uno spazio vettoriale.

Definizione 12.17 (Norma del grafico).
Siano X,Y Banach, A: D — Y con D C X e A operatore chiuso. La norma del
graficosu D &

[zl = llzllx + [[Azly .

Questa norma rende D isomorfo al sottospazio chiuso ’'A C X x Y.

Proposizione 12.18.

L’operatore di derivazione
wte  — L1

D: f —

e lineare e chiuso, cioé il suo grafico
I'D={(f f)eLl xLP| feW"P}
e chiuso in LP x LP.

Dimostrazione.
Se (fn, f) & una successione su I'D convergente in LP x LP a qualche coppia (f,g),
cioe f, = f e f], — g, allora segue che g = f' e quindi (f,g) € I'D. Infatti

Ahdz—lﬂ@

passa al limite perché ¢ € Cg°, quindi
/ fe'=- / 9%
I I

Corollario 12.19.
La norma del grafico® sul dominio di D rende WP uno spazio di Banach.

Dimostrazione.
Questa norma rende 'immersione ovvia

wbtP — TD

una funzione continua e isometrica a valori in un sottospazio chiuso di LP x LP, che
€ un Banach. O

Osservazione 12.20.

WP per 1 < p < oo & uno spazio di Banach, separabile per p < co in quanto lo sono
gli LP(I), e riflessivo per 1 < p < oo (perché sottospazi chiusi e prodotti di Banach
riflessivi sono riflessivi).

W1l = A1, + 1571,
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Osservazione 12.21.

Dall’inclusione WP C LP x LP segue una rappresentazione delle forme lineari continue
1,p

su WP,

Dimostrazione.
Se L € WHP(I) esistono u,v € (LP)* tali che per ogni f € WP si ha

(L, f) = (u, f) = (v, f")

per esempio, se u € LP e v € L%, poiché (LP)* = L9

(L, f) = /I (wf + o)t

Proposizione 12.22 (Caratterizzazioni spazio di Sobolev).
Per f e LP(I) e 1 < p < oo le sequenti sono equivalenti

1. fewhr(I)

2. esiste C' > 0 tale che per ogni ¢ € CX(I)

’lfd

3. Esiste C > 0 tale che per ogni J C I e per ogni h € R con J+h C I si ha

lmnf = fll,.; < Clhl

<Clell,

Dimostrazione.
Diamo le implicazioni

Se f € WbHP(I) allora

‘/fso’

Se vale 2. allora e ben definito il funzionale lineare continuo su C(I) dato da

wH/Ifso’

Per continuita esso si estende per densita ad un funzionale lineare continuo su L%, ma
allora ¢ della forma ¢ — — [ go con g € L?, dunque

[re=-[ae

, Holder ,
:/fcp <71 el

ovvero esiste f. , € LP.

SOON...

Proposizione 12.23.
Le f € WYP(I) per 1 < p < co sono Hélder.
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Dimostrazione.
Per 1 <p < oosiha

1/

f(z) — fy)| = £, = 10, = =l

Yy
/ 1f’(t)dt’ <

Yy
[
T

mentre per p = oo

y
@) - 1001 = | [ 170 < o =l 17
O
12.4 Parentesi Esercizi
Esercizio 12.24.
Per 1 < p < oo e u € LP(R) sono equivalenti
1. ue WHP(R)
2. esiste C' > 0 tale che [|7,(u) — ul|, < C'|h| per ogni h € R
dove m,(u)(xz) = wu(xr + h), quindi la seconda consizione significa che i rapporti

incrementali di u
u(z + h) — u(zx)

opu(z) = A

sono limitati in LP per ogni h € R\ {0}.

Solution.
Mostriamo le due implicazioni

Se u € WP, x1 = x_1,00 € xa(z) = +x1(z/h) (notiamo x1 € L'(R), x1 > 0,
[ x1 =1) allora si ha

Lo 1 . . .
dpu(x) = 7/ w(t)dt = — / X[z,a4h) (B)U(t)dt = / xn(x — t)a(t)dt = 0 * xp.
h T h R R
Poiché u € LY, dalla disuguaglianza di Young (p < o) si ha
16null, = lxn  all, < lixally lall, = flal,
Il ragionamento ¢ analogo per h < 0.

Poiché p > 1 si ha LP = (L9)*, quindi la successione {5hju}j>0 con h; = %7 che
per ipotesi ¢ limitata in LP, ha una sottosuccessione che ¢ w*-convergente in L? e
converge w* (uniformemente sui compatti (7.20)) ad una u € LP. In particolare per
ogni ¢ € CZ(R) si ha

<5hjua <P> - <’U, 4,0>
ma (Spu, @) = (u,d_pp), infatti

(Onu, @) :% /R(Thu —u)pdt = % (/R u(x + h)p(r)dr — /Ru(:c)cp(x)dx) =
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1
Poiché v € Cg, on,;¢ Lo (addirittura converge in D(Q2)) si conclude che
(v, p) = lim (n;u, ) = lim (u, 0_p,p) = (u, &)

cioe¢ u ha una derivata debole v € LP.
O

Osservazione 12.25.
Cosa succede per p = 1?7 Si ha 2. ¢ equivalente a u € BV (R), cio¢ u € L'(R) e @ ¢
una misura di Radon.

L’idea & che L' si immerge isometricamente in uno spazio che ¢ un duale e poi
ragiono in modo analogo ma la convergenza debole star in questo spazio non restituisce
una funzione ma una misura.

Esercizio 12.26.
Per I =[a,b] e 1 < p < o0, l'inclusione

Whe(I) — C°(I)

¢ compatta.

Dimostrazione.
Abbiamo gia visto che u € WP (I) ¢ Hélder di esponente 1/q (nota che 1 < g < o0),
infatti
v Holder g YVa o g
)~ )l = | [ acoae] "< g, ([ ar) = g b - o
x x

Dunque, per Ascoli-Arzeld si ha che la palla unitaria di W? (rispetto alla topologia
della norma ||-[|, , sullo spazio di Sobolev) ¢ un insieme relativamente compatto in

C%([a, b]). O

Osservazione 12.27. .
E vero che W1P(R) C L*(R)? E vero che ¢ compatta?

Solution.
Considerando u € C\{0} e la successione di traslate 7, u si ha che questa successione
converge puntualmente a 0 ma la successione non tende a 0 né in WP néin L>*°. 0O

Esercizio 12.28.
E vero che & compatta I'inclusione W11([0,1]) € C°([0,1])?

Solution.
No, basta trovare una successione in W' limitata che non ha sottosuccessioni con-
vergenti in (C°([0, 1)), |1, O
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Appendice A

Topologia

Proposizione A.1 (Topologia iniziale).
Sia X un insieme e F una famiglia di mappe a valori in uno spazio topologici.
Notazione:

F=Afi: X = (Y;,7)}

Allora esiste la topologia meno fine su X che rende continue le mappe f;. Una prebase
di questa topologia ¢ data da

{fi'A)jel,Ae}.

In realta basterebbe prendere una prebase per 7; al posto di tutta la topologia.
Questa topologia & detta topologia iniziale della famiglia F e si denota Tx.

jer -

Osservazione A.2 (Proprieta universale della topologia iniziale).
Data una mappa ¢ : (Z,77) — (X, 7r) essa & continua se e solo se f o & continua
per ogni f € F.

Dimostrazione.
Se ¢ e continua allora f o ¢ € composizione di continue. Se sappiamo che f oy &
continua per ogni f € F allora, se A ¢ un aperto di X per continuita di f o¢ abbiamo

723 (fop)™H(A) = 1 (fTH(A4))

cioe le preimmagini tramite ¢ di aperti di prebase sono aperti di Z, quindi ¢ e
continua. O

Proposizione A.3 (Transitivita della topologia iniziale).

Supponiamo di avere una famiglia di mappe F' = {f; : X — Yi},.; e per ognii € I sia
Gi={gij: Y, = Zy; }jeJ,; una famiglia di mappe. Su ogni'Y; consideriamo la topologia
iniziale determinata da G;. Allora la topologia iniziale data da F' su X coincide con
la topologia iniziale su X definita da F = {gi;o fi |1 €I, j € J;}.

Dimostrazione.
Entrambe le topologie in esame sono generate dagli insiemi (g;; o f;)~*(A) al variare
diiel, je J;e A€ Ty, infatti

ij?

prebase per F — (g;j 0 f;) 1 (A) = fj_l(gi_jl(A)) + prebase per F'.

135



A.1 Limiti induttivi su spazi topologici

Proposizione A.4.
Sia {(Xn, Tn)},en una famiglia di spazi topologici con inclusioni continue X,, € Xy 1.
Allora esiste la pit fine topologia Too su Xoo = U,eny Xn che rende continue le
inclusioni X,, C X4

La topologia in questione é

Too ={AC X |VnEN, ANX, €T,} =

:{ACXOO|A: U 4. A € Api, AneTn}.

neN

Dimostrazione.
Poiché la continuita delle inclusioni si traduce in “Vn, AN X, € 7,” basta verificare
che questa condizione definisce una topologia, ma questo & ovvio perché

o (U4i)NnX,=UANX,,
e (ANB)NX,=(ANnX,)N(BNX,),
e INX,=0c¢
e XooNX, =X,.
O

Osservazione A.5.
Se ogni inclusione X,, C X, 41 ¢ inclusione di sottospazio, cioe 7, € la topologia
indotta, allora 7, induce 7,, come topologia di sottospazio X,, C X

Dimostrazione.

Se Ag € Xy aperto allora esiste A; € 71 tale che A4g = A1 N Xy perché 7y ¢ la
topologia indotta da 7;. Iterando troviamo A, aperti inscatolati, quindi A = J,, A,
e per costruzione A N Xy = Ap. Per gli indici piu alti & uguale. O

Osservazione A.6.
f: Xs — Z & continua se e solo se per ogni n € N, f|X — Z e continua.

Osservazione A.7.
Il limite su sottosuccessione { Xy, },~, € sempre X, con la stessa topologia.

A.1.1 Limiti induttivi di SVT

Osservazione A.8.
In generale un limite induttivo di SVT X,, C X,, ;1 con inclusioni lineari ¢ uno spazio
topologico (X, Too) € uno spazio vettoriale, ma NON & uno SVT.
Il motivo & che la somma su X, non € necessariamente continua in quanto in
generale % (X, x X,,) # lim X, x @X anche se vale uguaglianza insiemistica.
x UX, — UX, ¢ tale che la restrizione a X,, x X,, & continua, ma
questo non implica la continuita della intera mappa.

Cerchiamo di correggere
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Notazione A.9.
Se (V;) € una successione di sottoinsiemi di X allora

ZVi: UZ%:{U1+"'+U7L|Uj€‘/j\V/j}

i€EN neN =0

Lemma A.10.
Se X ¢ SVT, per ogni U € Ux esiste una successione (V;); C Ux tale che Y, V; C
U. -

Dimostrazione.
Si costruisce (V;) per induzione in modo che Vi41 + Vi1 C Vi, Vo = U. Questo
funziona perché

Vot Y ViCVu+ Vi CU.

i=1

Lemma A.11.
Per successioni (V;); e (V/); di sottoinsiemi di X spazi vettoriali vale

o Vi) + (V) =2XVi+ V)
e V)NV 2 (VinV)

e Se ogni V; & assorbente / bilanciato / convesso allora anche > V; lo e. Se | JV;
¢ assorbente allora anche >, V; D JV; lo é.

Dimostrazione.
Ovvia apparentemente. O

Proposizione A.12.
Sia (X;) una successione di SVT con mappe X; € X,11 lineari continue iniettive
(senza perdita di generalita inclusioni).

Poniamo X = Ui>0 X;, allora X € uno spazio vettoriale ed esiste su esso la
pit fine topologia di SVT che rende continue tutte le inclusioni X,, — Xoo.

Dimostrazione.
Sia U; un sistema di intorni per 0 in X;, allora la continuita di X; < X1 si esprime
dicendo

{UﬁXi ‘ U EUZ‘+1} CU;

(I'uguaglianza corrisponderebbe a X, sottospazio di X,,41).

e Definitamo la base di intorni

uoo{ZVinveui,ieN}.

Questa induce una topologia di SVT su X, segue dal secondo lemma.

e Le inclusioni (X;,U;) = (Xoo,Uso) sono continue, infatti per ogni Y V; € Uy e
n € Nsi ha
X, Ny Viel,

in quanto l'intersezione contiene V,.
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e Per ogni L : Xoo — Y si ha L continua mostriamo che se L|X_ 1 Xy =Y
continua per ogni Y allora L & continua.

Sia U € Uy. Per quanto visto esiste (U;) C Uy tale che Y U; C U. Per
continuita di L|X' esiste V; € U; tale che L(V;) C U; e quindi

L(yvi)cyumcu

cioe¢ L ¢ continua.

e Questa topologia ¢ la piu fine che rende continue le inclusioni, infatti se Y =
(Xoo,7) e L = id 1 (Xoo,Uso) = (Xoo,7) € (X4, U;) = (X0, T) continua per
ogni i allora id : (Xoo,Uso) = (X0, T) & continua per il punto precedente, cioe
Uy ¢ piu fine di 7.

O

Definizione A.13 (Limite induttivo di SVT).

Sia (X;) una successione di SVT con mappe X; € X;;; lineari continue iniettive
(senza perdita di generalita inclusioni). Definiamo il loro limite induttivo come
(X oo, Us) con le notazioni della proposizione precedente, cioe

uoo:{ZViH/ieui,ieN}.

(3

La topologia si chiama anche topologia limite di spazi di Fréchet come SVT,
abbreviata LF'.

Osservazione A.14 (Caso SVTLC).
Se tutti gli X; sono localmente convessi anche X, lo & in quanto ) V; & convesso per
V; convessi.

In questo caso una base di intorni in U, ¢ data da

U, ={CC X, |C convesso, CNC, €U, Vn}

infatti {) ., V; | Vi € U; convesso, i € N} & una base di intorni di Us e questi ) V;
sono convessi che contengono V; quando intersecati con X;.
Viceversa se C C X, & convesso e C N X,, €U, allora’

C2Y 27°C2) 27(CNX;) € Une.

i>1 i>1

Osservazione A.15.
Prendendo sottosuccessioni di (X;), il limite induttivo resta lo stesso (stesso insieme
e stessa topologia).

Definizione A.16 (Limite induttivo stretto).
Se X; <+ X, ¢ una inclusione di sottospazio, cioe? {V NX;|Ve Z/l;;l} = U}, allora
il limte induttivo in questo caso e detto stretto.

Proposizione A.17 (Proprieta limiti induttivi stretti).
Sia (Xoo,Uso) un limite induttivo stretto di X

Iricorda che per C convesso, C + C = 2C.
2U; & il sistema di tutti gli intorni di 0 in X;
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1. Ogni X,, é un sottospazio di X

2. Se C é chiuso in X, allora C é chiuso in X se e solo se C é chiuso in ogni
X, pern > ng.

8. Se tutti gli X,, sono Ty anche X lo é.

4. Se ogni X, € chiuso in X,41 allora A C X, é limitato se e solo se é contenuto
e limitato in un X,,.

Dimostrazione.
Nelle ipotesi di limite induttivo stretto, una base di intorni di U, ¢ data dagli intorni

{ZVHVZ-GZ/Q, Xiﬂ(vi+1+V¢+1)§ViVi},

infatti, essendo X; sottospazio di X;y1, per ogni V; € U; esiste W;1 € U;41 tale
che X; N W;y1 C V;, quindi basta scegliere V;11 € U;41 tale che Vii1 + Vip1 C
Wi+1. Dunque se avevamo una qualsiasi successione (V) con V; € U; basta restingere
iterativamente intersecando ogni volta con 'intorno trovato con il metodo sopra.

Da X; N (Vig1 + Vig1) CV; segue che per ogni n € N la successione di insiemi

SN

& descrescente per inclusione, infatti

= XpDX k Sk ViCXy
Xn N (Vk+1 + Z W) =X, N XN (Vk+1 + Vi1 + Z Vi> =
i=0 =0

k
=X,N (ch N (Vg1 + V1) + Z Vi) -

=0
k
cX, N (Vk+ZVi> .

i=0
Segue che
N N n+1
XuN) Vi€ Xa <VN+ZW> C Vs + ) Vi € Vart + Vora S Vi
i=0 i=0 i=0
. Scegliendo intorni come sopra, per ogni n
0 N
X,n> Vi=JX.n> VicV,
i=0 N>n i=0
quindi X, induce su X,, la topologia di X,, come volevamo.

. Sia x € X\ C, allora z € X,,, per qualche ny > ng. C & chiuso in X,,, per ipotesi
quindi c¢’e un intorno U di z in X,,; disgiunto da C, quindi per il punto 1. esiste un
intorno V' € Uy, tale che VN X,,, = U e quindi VNC = (), dunque C & chiuso in X.

. Se ogni X; & Ty allora (0) & chiuso in ogni X;, quindi & chiuso in X, per il punto
precedente, ma (0) chiuso equivale a Tp.
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4. Siccome ogni X; & un sottospazio di X, una A C X; ¢ limitato in X; se e solo se ¢
limitato in X, quindi basta provare che A limitato in X, implica esiste n tale che
ACX,.

Equivalentemente, mostriamo che se A C X, e A € X,, per ogni n allora A non ¢
limitato. Se A Z X,, per ogni n allora esiste una successione a,, € A\ X,,, ma per
definizione a,, appartiene a qualche X;, quindi esiste una succesisone strettamente
crescente di indici tale che

any, € Xngiy \ Xny-

Poiché X, ¢ invariante per sottosuccessioni X, si pud supporre reindicizzando
an €A, an € X, \ X51.

Notiamo che anche %an € X\ Xno1.

Essendo X,,_1 chiuso in X, esiste un intorno U,, € U,, tale che
1
—an —Up | N X5 =0
n

cioe %an ¢ X,—1+U,. Siano V,, € U, tali che V,,4+V,, C U, e X,,N(V,,41NV,41) C V.
Notiamo che

monotonia sopra
X0 Y Vi C Vo © Xpo1 4 Vo + Vi € Xy + Un.
>0

Poiché a,, € X,, e a, ¢ X,,_1 + nU, si ha che a,, ¢ n (Zizo Vi), quindi per ogni n

esiste un elemento di A che non appartiene a n <Zi>0 V,;), cio¢ A non ¢ limitato.

O

Esempio A.18.
L’ipotesi di chiusura X,, C X, +1 € necessaria per il punto 4.:

Consideriamo X,, una successione crescente di sottospazi di £+, con Xg = ¢o muniti
della topologia indotta dalla w* di £, = ¢;. Sia Xo C finfty il limite induttivo
stretto di questi sottospazi.

La palla By di X, & limitata (X, & ¢y con la topologia indotta dalla w* di £, cioe
Xo = (g, w)), quindi la chiusura di By in X, € limitata ma B70X°° non appartiene

ad alcun X,;:
limite stretto 5—Xn

— Xeo
By T nX, = By
La chiusura per la topologia di X, € comunque la chiusura rispetto alla topologia

debole*, quindi per Goldstine Foxm =By" NXso = By NXoo, quindi Exm NX, =
By N X,, che non ¢ tutta B,__.
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Appendice B

Duali di ¢,

B.1 Norme estese

Definizione B.1 (Norma estesa).
Sia o : KN — [0, oc] una norma estesa, cioe
o

]
(z) +o(y)
2. o(Ax) = [N o(x)

1. o(z+y) <

3.0(x)=0<=2=0

Inoltre supponiamo che
4. per ogni n € N esista C,, tale che per ogni x € K si abbia |z(n)| < C,o(z)
5. o & LSC! rispetto alla convergenza puntale, cioe

¥ € KN, Vi 2¥(i) — 2(i) = o(z) <liminf o(z")

vV——+400

Esempio B.2.
La funzione o(z) = (3 |z4|”)'/? & una norma estesa su K~ che ha proprieta indicate.
Anche o(z) = ||z||, ha queste proprieta.

Osservazione B.3.
Le proprieta 4. e 5. sono equivalenti a dire che {0 < 1} & compatto in KV, infatti

4. <= {o <1} C[]B(0,C,) CK"

e 5. equivale a chiedere {o < 1} chiuso, quindi insieme dicono che {o < 1} ¢ un chiuso

in un compatto (J], B(0,C,) ¢ prodotto di compatti).

Definizione B.4 (Dominio di finitezza).
Definiamo il dominio di finitezza della norma estesa o come

égz{xeKN|a<+oo}

Esercizio B.5.
Il dominio di finitezza ¢, € uno spazio di Banach e ¢ induce la norma.

Lsemicontinua inferiormente
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Dimostrazione.

Traccia:

e Verificare che ¢, ¢ uno spazio vettoriale

e o ¢ una norma

e Verificare la completezza:

— Sia (z¥), C ¢, di Cauchy per o. Allora per ogni n € N
(2" (n)), €K
¢ una successione di Cauchy in K (proprieta 4. insieme al fatto che (z¥) &

Cauchy), quindi esiste = € K" tale che ¥ — x puntualmente.

— Verificare che x € ¢,: essendo di Cauchy, x¥ ¢ limitata, cio¢ o(z¥) < R
per qualche R € R, dunque o(z) < R perché {o < R} ¢ chiuso.

— Verficare che o(z¥ — ) — 0: Per ogni € > 0 esiste n € N tale che per ogni
p,q > nvale o(aP —x?) < e. Notiamo che 2 —z" — x — 2™ puntualmente,
quindi per la semicontinuita si ha che per ogni € > 0 esiste n € N tale che
per ogni g > n vale

o(x —z9) <liminfo(a? —2) <e
p——+00

cio¢ o(z —x?) — 0 in norma o.

Osservazione B.6.
Questa ¢ una seconda dimostrazione della completezza di £, per 1 < p < oo.

Osservazione B.7.
Funziona anche I'analogo per paranorme, quindi in realta segue anche la completezza
di £, per 0 <p < 1.

B.2

Duali di ¢,

Proposizione B.8 (Duali di ¢,).

Sepeq

= 0) allora vale isometria (€,)* = 4,.

sono esponenti coniugati (%—l—% =1, é

Dimostrazione.
Esiste una inclusione lineare isometrica data da

bty — (6p)*

D ,
y Qy:zwzzoyizi

dove la serie in esame converge assolutamente per la disuguaglianza di Holder:

> lziyil < Nl llyl, -

Effettivamente ®, : £, — K ¢ lineare e continua per |-, ., infatti

o0
Z TiYi

=0

Hq)yH ¢xy — Sup
) [z, <1

< sup |z, lyll, = llyll, -
lzf <1 0 !

14

La stessa disuguaglianza mostra che ® stessa € un elemento di L({g, (¢,)*) di norma
minore o uguale a 1.
Resta da mostrare che ® ¢ isometrica e surgettiva.
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Per mostrare che ||®,

o = [yll, per ogni y € £; consideriamo z € KN dato da

z; = sgny; [ys|*". Con questa scelta si ha che

TiY; = SgNY;Sgny; |yz‘\q = |yi|q7

inoltre
o0 oo o0
. —1
22 =" e @) =3yl P =3yl = yll?
=0 i=0 i=0

cioe x € {, e

o0
19,1, > 28 - 2oLy omwrr
G =l lyll)err ! !
d’altronde sappiamo che vale anche l'altra disuguaglianza in generale, quindi abbiamo
P, o= [yll, come voluto.

Sia z; = sgny;. Segue che ||z]| <1 quindi & un elemento valido e

(I)y(z) = ||yH1 )

da cui segue ||®,||,. > [|y[|; come voluto.

\ . 2 L \
In generale ||, ¢¢ hon & raggiunto come ®, (x) per qualche = *. La conclusione pero

vale comunque.

Mostriamo ora che l'inclusione ¢ surgettiva per 1 < p < oo. Per ogni ¢ € £} cerchiamo
y € {, tale che ¢ = ®,. C’¢ un solo y possibile, basta valutare ¢ negli e; = (d;5);.
Per ogni m € N sia P, : KN — K™ il proiettore sulle prime m-entrate. Considerando
P, come operatore P, : ¢, — K™ C /, restringendo il dominio, definiamo ¢,, =
o P, = P . Infine, sia

m—1
Ym = Pmy = (y(o)uy(1)7 7y(m_ 1)70707) = Z Yi€i,
=0

e notiamo che
Pm = cI)ym

infatti sono entrambi elementi di Z;‘) e

oo« ot = {7 ZEE

®y, (er) = D ym(i)er(i) = ym(i) =

=0

pleg) sek<m
0 sek>m

quindi ¢,, e ®,, coincidono su (e), quindi sullo span di questi e quindi sulla chiusura
di questo span, che & £, se p < 0.
Essendo ® isometrica

- —1y .
quindi Y700 Jy(8)|* < |le

o= lom e <l o

Z; per ogni m, dunque passando al sup in m

<
lylly < llelle

e quindi y era un elemento valido di /. O

2per esempio y; = 1 — 2% perché in tal caso @y (z) = > (1 — 27z < 3 |zi| = ||zl
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Proposizione B.9.
Si ha che {1 = ¢

Dimostrazione.

Consideriamo
51 — CS
oo
Yy > T Zizo TiYi

Allora @ ¢ lineare e |®, ()| < ||z|| |lyll;.- ® € isometrica

1yl . = sup > wii =yl
lz|l oo <1,z€co

infatti 'estremo superiore si realizza con la successione z" = Sgnyx|o,n) (Py(2") =
> o lvil e passando al limite in n troviamo proprio [ly||,). Inoltre ® & surgettiva
infatti (ex)r € N C ¢ genera un sottospazio denso. O

B.2.1 61, Cy € ‘goo

Definizione B.10 (Finita additivita).
Una funzione p : Z(S) — K ¢ finitamente additiva se per ogni A, B C S disgiunti,
n(AU B) = p(A) + pu(B).

Osservazione B.11.
Domanda: ¢ ¢ un duale? Cioe, esiste X Banach tale che X™* ¢ linearmente omeomorfo
aco?

NO! Perché ¢y non & complementato in £, (difficile da mostrare). Questo basta
per (3.12).

Lemma B.12.
Se X ¢é un sottospazio co-dimensionale di {1 allora esiste una successione (xp) € X
e una successione di naturali (Ty,) C N strettamente crescente tali che

zklly =1
T .
||37k||1,[0,Tk] =220 [k (i)] = 3/4
Tht1io 1 =
Dimostrazione.
Scegliamo zg € X di norma 1 e Ty € N che abbia la seconda proprieta. Supponiamo
ora di aver definito xg,- -,z e di avere Ty < - - , Ty, allora

Xﬁ{xefl |x|[O)Tk] 20} #0

in qunato intersezione fra un sottospazo di dimensione infinita e dei sottospazi di
codimensione finita, infatti quell’intersezione si puo scrivere come

(| {zeX|a(i)=0}.

0<i<Ty

Prendendo un elemento xj4; normalizzato in questa intersezione abbiamo esteso la
successione. Per scegliere Ty basta prenderlo maggiore di T}, e tale che

||xk+1H1»[0aTk+l] > 3/4.
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Proposizione B.13.

SeY C ¥ty é un sottospazio chiuso di dimensione infinita allora'Y contiene una copia
di 0;.

Se guardi a lungo dentro {¢,, {1 guarda dentro di te.
Dimostrazione.
Sia X sottospazio chiuso di dimensione infinita di ¢; e siano (zx) C ¢ e (Tx) C N

come nel lemma (B.12) Definiamo 'operatore lineare

£1 — X

L: o
A — Zk:o )\kxk

L & ben definita perché la serie & assolutamente convergente rispetto a ||-||,

o0
> e
k=0

Notiamo anche che X chiuso e quindi L continuo di norma ||L| < 1.
Sia I, = [0, T%] e notiamo che

<D Palllzxlly < I -

1 k=0

I

oo o0 oo
LA = (1> Ak || > ZAWHQH—Z ARk || =
k=0 k=0 k=0
oo oo
S bl ], - S
k=0 k=0

3 1 1
>IN = 5 1N = 5 L

dunque L : {1 — X & fortemente iniettivo e quindi & un isomorfismo con 'immagine
in quanto questa e chiusa. O

Esercizio B.14.
co non € un duale.

Dimostrazione.

Segue dalla proposizione (B.13): se esistesse X tale che X* & ¢j allora tx : X —
X** =/, e quindi per la proposizione X contiene un sottospazio Y isomorfo a ¢;, ma
allora da Y C X segue

(5.40

)
loo 207 2Y" =2 X*/Ann(Y) 2 c¢g/ AnnY

ma /. non e separabile mentre ¢ & separabile e ogni quoziente di un separabile deve
essere separabile. O

Proposizione B.15.
Si ha che £, = 05 é una immersione isometrica NON surgettiva.

Dimostrazione.
L’iniezione ¢ chiara. Consideriamo le funzioni che hanno limite (le costanti a meno di
una infinitesima)

c={a:€€oo|3.lim xi}ECO@R
71— 00
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Esiste un funzionale su ¢ dato da

c — K
y — limy;

Questo ¢ continuo perché ||A|| < 1 (perché |limy;| < ||y||..). Per il teorema di Hahn-
Banach (3.4) si estende ad un funzionale continuo in {.
Consideriamo

ba = {p: Z(N) — K| limitate e finitamente additive.} C (#(Z(N),K), ||||..)

e la mappa
e, — ba
y +— A= ylxa)

Notiamo che ¥ & surgettiva: se u € ba e definiamo una funzione lineare su ¢, come
segue

e Se z € Uy @ della forma z = 3" ¢;xa,, ciot z(N) C {Y,c;¢ | J C{0,---,n}}
¢ finito, quindi
T = Z CX{z—=0} © una somma finita
ceK
Sia S il sottoinsieme di /., delle successioni di questa forma. Mostriamo che
S = o dove la chiusura & presa rispetto a ||-|| ... Per ogni z € fo conz: N — R
si ha che

gn < gn = 28

xr — on =

e Perz € Sdatodaz =Y., ¢;xa, poniamo {(u,x) = > i ¢;u(A;). Chiaramen-
te abbiamo linearita e la buona definizione segue dal fatto che questa espres-
sione coincide con ) cp ({o = 0}) per finita additivita, ma questa forma &
univocamente determinata da x.

e Vale che |(u, z)| < ||z (X cx [2({z = c})|) infatti per ogni ¢, se u({z = c}) #
0 allora |¢| < ||z||, per definizione.

e Per ogni p esiste C tale che per ogni z € S si ha

(s )| < Ol
(VERIFICARE!)
e Quindi p si estende alla chiusura di .S, che & tutto f.

Notiamo che ba = €5, = 7% = ¢§™, quindi ¢; — ¢7* = ba & complementato per il
lemma (3.12). O

Proposizione B.16 (Convergenza forte e debole coincidono su £y).
La convergenza debole e la convergenza in norma per {1 sono la stessa cosa.

Dimostrazione.
Poiché la topologia debole € meno fine della topologia forte basta mostrare che
convergenza debole implica convergenza in ||-||; .

Consideriamo una successione (f,,) che converge debolmente in ¢; a f, cioe per
ogni funzionale ¢ lineare continuo su ¢1 si ha che (¢, f,,) = (¢, f). A meno di sottrarre
f a ogni termine della successione supponiamo f = 0:
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Ricordando (B.8) che £ = ¢3, l'ipotesi significa che per ogni ¢ € ¢ si ha
> (i) fali) 0.

Se mostriamo che ( f,,) ammette una sottosuccessione convergente in norma a 0 allora
applicando la stessa dimostrazione ad ogni sottosuccessione di (f,,) avremo verificato
le ipotesi della proprieta di Urysohn (1.49) e quindi avremo mostrato che (f,,) converge
per ;.

Consideriamo prima il caso particolare di successioni f,, a supporto disgiunto: Sia
€ Loy la successione data da

p= Z sgn f; dove (sgu f;)(x) =

1€N

fi@)/fi(x)] - fi(x) #0

che & ben definita perché le f; hanno supporto disgiunto. Notiamo che

<907fn> = <Sgn(fn)vfn> = an“l

e quindi
||fn||1 =(p, fn) =0

come voluto.

Poiché f,, — 0 debolmente, considerando i funzionali che estraggono una coordi-
nata si ha che la convergenza ¢ anche puntuale.

Avendo mostrato la tesi nel caso di sopporti disgiunti, se troviamo una successione
(95)j>0 € 1 di successioni a supporto disgiunto e una sottosuccessione (fy,) tale che
H Jn; — 95 ||1 — 0 allora abbiamo finito perché le due avranno lo stesso limite (sia forte
che debole). Dato che (f,) converge debolmente a 0, (g;) converge a 0 e quindi anche
(fn) converge (ora in norma) a 0.

Costruiamo le g; ricorsivamente:

Sia ny = 1 e poniamo g1 = fn, X[1,n,] dove Ny & tale che [|g1l; > || fn,[l; —1 (e quindi
Il fi — g1ll; < 1), che esiste perché

N
im || fixpvll, =lim Y 1f@)] =1 fi@)] = [l -
r=1

N—+oco
z>1

Sia n; tale che ’fn]. (x)| < ]’Ni—l per ogni x < N;_1, che possiamo fare perché f,
converge puntualmente a 0. Sia

9i = In, X[N;j—1+1,Ny]

dove Nj e tale che [|g;]|, > Hf”jH1 —1/7 (e quindi anj _ng1 < 1/j), che esiste
perché

1 1 .
Hf”jH1 < ;—'_ Z ‘fn](x)’ :;+A}1_I>1100anjX[N7~_1+1,N]H1-
2>N;_1+1
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Osservazione B.17.
Questo & un esempio dove due topologie diverse hanno “le stesse successioni conver-
genti”.

Fatto B.18.
Esiste o C P (N) di cardinalita del continuo tale che per ogni A, B € &/ dove A # B
allora |JAN B| < RXq e |A| = |B| = ,.

Dimostrazione.

Consideriamo Q al posto di N, tanto per le cardinalita non cambia nulla. Per ogni
irrazionale A consideriamo Ax = {[nA] /n |n € N} € Q. Poniamo & = {Ax},cr\q-
Ogni A, ¢ inifinito ma se A # p allora Ay N A, ¢ finito perché ogni successione che
converge a A cade definitivamente in un intorno di A e similmente per u, allora scelgo
intorni disgiunti. O

Lemma B.19.
Ogni sottospazio Y di b ha duale w*-separabile.

Dimostrazione (modo diretto).

Per ogni k € N sia e, : Y — K la valutazione f — f(k). Allora® Spang({ex}yen) €
w*-denso in Y* e quindi Y* & w*-separabile: stiamo usando il criterio SpanS C Y* ¢
w*-denso se e solo se S = (0) (proposizione (5.36) e corollario (5.37)) e

({ertren) L ={y €Y | (e, y) = 0 Vk € N} = {0} C lo.
O

Dimostrazione (concettuale).

Se (X, ||-]|) & uno spazio normato separabile, X ** & sempre w*-separabile, quindi consi-
deriamo X = ¢p, X** = l5. Questo & vero perché se S C X & numerabile e ||-||-denso
allora la sua chiusura debole* in X C X™** contiene almeno X (su X la o(X**, X)

induce o(X, X*) che & meno fine della topologia forte e quindi YU(X X X** per
Goldstine (5.39)).

Se poi Y C /, sappiamo che Y* & un quoziente di £* (dato da £% /Y ) in quanto la
mappa 7 : £, — (/Y1 & w*-continua e surgettiva® (e quindi 'immagine di S C £%_
densa resta densa). Se S = £ allora

(%) = m(S) € 7(S)

Proposizione B.20.
co non & complementato in £o.

Dimostrazione.
Supponiamo che esista Y sottospazio chiuso di /., tale che ¢, =Y @ ¢, allora Y
sarebbe omeomorfo al quoziente ¢, /cy, ma ogni sottospazio di o, € w*-separabile
per il lemma, ma £, /co non lo &:

Fissiamo & come nel fatto (B.18). Per ogni A € & notiamo che x4 € ¢, Sia €a
I'immagine di questa caratteristica in {o/co. Sia g € ({xo/co)*, affermo che

S={Aec | (g,€a) # 0} & al pit numerabile.

30=QseK=ReQ=0Q+iQseK=C.
4se j: Y — X & linclusione, j* = 7 : X* — Y* & surgettiva e w*-continua (4.10).

148



Basta mostrare che per ogni € > 0 l'insieme S, = {A € & | |[(g,€a)| > €} ¢ finito
(infatti S = Ugseso Se)-
Siano Ay,--+, A, € S: e definiamo & = Y _"  sgn((g,£a,))€4,. Per linearitd

E=m (Z Sgn(<g7§Ai>)XAi> ;

i=1

dunque
m

<g,£> = ngn(<ga€A7>) <g>§A1> = Z |<97£A1>
i=1

i=1

> me.

Inoltre (€]l /ey = 1 perché qualunque combinazione lineare ¢ delle x4, ha valore
superiore a 1 solo sulle intersezioni delle A; e questo ¢ un insieme finito, quindi
@ =1+ h per h € ¢, quindi [¢] = 1.
Mettendo tutto insieme ||g|| > ||{g,&)|| > me e quindi m < ||g|| /e, dunque
gl
50 < 19

Se G C (£o/cp)* € un sottoinsieme numerabile allora ¢ numerabile anche

U fAe o | {g.60) #£0)

geG

perché unione numerabile di insiemi al pitt numerabili. Poiché & non € numerabile
esiste A € & tale che

<g,§g> =0 Vged&

e {7 # 0 perché ha norma pari a 1, cioe

§1€GL#(0)

ma ricordiamo che Span(G)w = (G1)* e che Span(G) ¢ w*-denso se e solo se G| =
(0) (5.33). O
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Appendice C

Domande degli orali

Segue una lista (immagino non esaustiva) delle domande che sono state fatte durante
gli orali di quest’anno. Il numero di asterischi indica quante volte la stessa domanda
¢ stata fatta a diverse persone. Le indentature indicano domande che sono discese da
quella con indentatura minore precedente. Indicherd queste domande anche al livello

base in modo da poter segnalare la molteplicita.

Duale di (X,0(X,F)) e relativi lemmi (4.8)

— Che ruolo giocano le seminorme? Cosa vuol dire topologizzare con semi-

norme?

— Cosa vuol dire continuita rispetto ad una famiglia di seminorme?

— Quando uno spazio topologizzato da seminorme e T5? Quando separato?

Dimostra che la chiusura di assco(4) & (A%)g (5.33)
Teorema del grafico chiuso (5.14) (sketch)
Teorema dell’immagine chiusa (5.43)

Dimostra il lemma di iterazione

SU & aperto
— T* fortemente iniettiva implica T surgettiva
— Teorema della mappa aperta

Estensione di Tietze

SU & aperto (5.9)

T* fortemente iniettiva implica T' surgettiva (5.24)

Teorema della mappa aperta (5.10)

Dimostra il teorema di estensione di Tietze (5.4)
— Esercizio inerente

Dimostra Banach-Steinhaus (4.27)

— limitato debole = limitato forte

— Raggio spettrale con formula di Cauchy Hadamard
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e Limitato debole = limitato forte (4.36)
ee Dimostra Banach-Alaoglu (7.1)
— Conseguenze di Banach-Alaoglu? Kakutani per esempio.
e Dimostra il teorema di Goldstine (5.39)

— Kakutani

— Milman-Pettis
e Cosa sappiamo sui riflessivi?

— Kakutani
— gli 4, sono riflessivi
— X e riflessivo se e solo se Y C X chiuso e X/Y lo sono (sketch)

e ¢ o0 Dimostra Kakutani (7.4)
e Dimostra Milman-Pettis (6.7)
e Separabilitd di X e X* in termini di metrizzabilita (6.2)
e Se Y C X sottospazio chiuso, X & riflessivo se e solo se Y e X/Y lo sono (5.49)
e Parla del calcolo funzionare per operatori autoaggiunti

— come si costruisce f(T")
— Caso complesso vs caso reale

— fatti generali e cosa segue da cosa
ee Costruzione di f(T') per T simmetrico
e Dimostra la formula di Cauchy-Hadamard-Gelfand (11.12)
e Parla di Distribuzioni e supporto
e Caratterizzazione di distribuzioni a supporto in un punto
e Le distribuzioni a supporto compatto sono il duale delle funzioni C>°(2)
e Esistenza e unicita della radice quadrata
e Se T & compatto, dimker(I — T) & finita
e Perché ¢y non & addendo diretto di £5? (solo citando i lemmi coinvolti)

ee Fatti e fatterelli su £, per esempio: ¢ il duale di ¢g, non é riflessivo (pitt modi),
convergenza debole equivale convergenza forte

e Duali di Cog € 61
— Dove si usa la claratterizzazione del duale di ¢g? (Dieudonne)*¥ttx

o /, e riflessivo per 1 < p < oo
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